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Abstract

The limitation and validity of Landau-Rumer 

theory and Akhieser method for the sound attenu­

ation in crystalline quartz is discussed by com­

paring with some experimental facts.

It is turned out that landau-Rumer theory Is 
most likely satisfied at T<40°K and Akhieser 
method at T>100°K.

1 • 서 론

진동수 10。이 상의 초음파 생성 , 측정이 가능하게 

됨으로써, 실험에 있어서 나타난 홍미로운 양상의 하 

나는 고체 내 예 서 t hernia 1 phonon 고+ sound phonon사 

이의 상호작욤으로 진동수 감쇄가 일어나는 현상이다. 

그래서 attenuation 을 구하기 위한 이론적 접근이 

Landau-R 나 mer 와 Akhieser 에 의하여 이루어졌다. 

먼저 L-R 는 낮은 에너지 phonon 의 beam 으로서 옴 

파들 간주했으므I , 이 들 sound phonon thermal p- 

honen 과 충돌함으로서 산란된 phonon 위 비 를 구하 

여 그!;teunation 을 계산하였다.

L-R 는 비등방성이고 속도 분산을 모르는 하나의 

sound phonon 고卜 두 개의 thermal phonon 을 ■푸■함하 

는 system의 충돌을 고려했으며, 그 후 많은 연구 

가들에 의하여 더 많은 phonon 에 대 한 충돌 효과 

를 설명할 수 있도록 L-R theory 를 확장했으며 , 

즌 ttenu게。n 이 비등방성과 분산에 어떻네 영향을 미 

치는 가를 연구하였다.

주목할 것은 therma 1 phonon 의 po 1 ar i za t i on 이 

특수한 sound phonon 의 po lar i zat i on 과 상호 작용 

한다는 제 한으로 select ion rule 를 유도함으로서 주 

어겼다.

selection rule 은 phonon 사이의 충돌에서 에너지 

와 momentum 이 보존되기 때문에 일어난다.

이들 법칙은 단지 thermal phenon 의 평균 자유 

행 로가 매 우 긴 낮은 온도에 서만 성 립 한다. 또 다 

른 attenuation 를 구하기 위한 이론적 접근이 A- 

khieser 에 의한 Bo 1 tzmann equat i on method 이다. 

이 이론에서 음파는 거시적 관점으로 취급된다. Akh- 

ieser 는 therma 1 phonon 의 진동수가 변형에 의존 

층！■기 때문에 일어 나는 결합으로서 , thermal phonon 

system 에서 driving force 에 의한 sound phonon 의 

변형을 생 각하였다.

이 driving force 때문에, thermal phonon system 

은 평형으로 부터 혼란되 지만 therma 1 phonon 사이의 

충돌 때문에 평형 상태로 돌아 가려고 하는 경향이 

있다* Akhieser 는 이늘f 충돌과 관계된 entropy에 

서 비가역적인 증가를 결정함으로서 attenuation 을 

겨】 산하였다. 그一 후 Woodruff 오卜 Ehrenreich (1961) 

와 그■외 많은 연구가들에 의하여 상세히 연구되었다. 

이 이 론은 thermal phonon 의 평 간" 자유행 로가 s - 

ound wave 의 파장보다 짧은 높은 온도에서만 성럽 

한다.

°! 논분에 서 는 L-R theory 오+ Akhieser method 

와 실험치들을 비교 검토함로써 온도 경계점예 관 

하여 알아보고 두 이 론의 한계 성 과 정 당싱블 논한다.

2. Landau-Rumer Theory

ha rmon i c 근사에서 Hami Itonian H 는

H = 7 M 饥> （打）3（打）+ q* （打）4（打）］…（2-1） 
C qj

여 기 서 ,
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。(打) 14m〉뉴[N(打) ] * 14,〉

a+ (布)14m >-E N(打)+ 1 I4n >

(2-2)

(2-3)

면 1 이 고, 그 외 의 경 우는 0이 다.

L - R 접근은 초기의 crystal 이 온도 T 에서 열적

（2T） 식에서 日에 대한 eigenvalue E 는
평형 상태에 있다고 가정한다.

E = £. [N(如)H---- ]七9 (布)
q; 2

(2-4)
mode 打 에 서 phonon 의 가능한 수는

tein 분포 함수로 주어진다.

Bose-E i s -

여기서 N （打） 는 0이거나 양의 정수이다.

harmonic 근사에 서 phonon 들은 완전히 독립 이 다.

金w (3/)N」打) = {啊)[%*스_ 
Kb •「

-3-1 尸 (2-7)

만약 mode 打 를 갖는 에너 지가 결정 속으로 유도된

다면 이 에너지는 감소하지 않고 다른 mode 사이로 sound phonon 의 도입 은

분배되어 진다. 유한한 감쇄를 얻기 위하여 harm

oni c 근사를 넘어 3 차, 4 차 potent ial energy 항을

wave vector 이 고, J 는 

하는 phonon 과 같으며

고려해야 한다. Hamiltonian 에 디] 한 anharmoni c
은 열적 평형 상태의

는 anharmonic 항의

mode Qj (Q는

polar i zat i on 이 다 ) 를

총수는 N (Qj )

수 N()(Qj ) 보 다

Kami 1 tonian 에 서

sound 의

°1 다.

크다.

포함

이곳

문제

기여는 아래와 같이 주어진다.

원래 mode

Ha *3

=i S UY , I fl
6 广^'9a伽万) 너a (-으) xu/9 (丁) u7(3广) + 

W qqq q q q

丄 £
24 W

—，“，，，‘
qqqq

qqqq
ua (—) X u£(7)ur

q 一q Q

여 기 서

사이 의 결 합 때 문에 산란되 는 phonon 의 비를 계산

하는 것이다.

—n(Qj)-n°(Qj)

dN (Qj)
dt

(2-8)

（2・8） 식으로 주어지는 sound phonon 에 대한

laxat ion t ime t•를 정의할 수 있으며, 이 t•는

re -

所
/ 

u3 (―) 
q

(2-5) _ ]
n ~ q 面) (2-9)

fH
III

① a會 ( —77F)와 
qqq

요소이 다.

mi
e a阳(，" w) 

qqqq

로 주어지는

는 3 차, 4 차 결합 되어 있다.

한다면 섭 동

단위 거리당 wave 진폭의 감쇄와 관계

N（Qj） 의 수가 하나만 변한다고

이 론의 Golden Rule 를 사용하여

가정

0（耘）, 의

면,

operator 로 （2-5） 식을 표현하 dN(Qj) 
d t

2兀
2-即〈竹皈顷〉|

til
皈=—3---------
2丁・6.N

。（有丿而，2%丿3 ）
X 3（们為）-S --------------- 匸

192% )2
板3

2兀
5 (Ei-Ef ) - — S' I' <0f I

］ 3（初 2）- £广（■糸顶 2）］

。+ (■耘‘3)] +初’財心 £

2.24.N蝕2时 
j u 2? m

［0（知3）-

<》（们力後2知'血力）

Ha 0i〉I? a (Ei - Ef) (2-10)

［。（论力）一 ］［。（孑2丿2）一。+（・,2顶2）］ ［03方）

一，广（■糸方）］［。（孑板，）-a+ （ ?4>4）］ （2-6）

여기서 心 = 3（初方） 이 며 ,

된다.

non N （0 J ） + 1 과 N （QJ） + 1 과 

지는 Wf〉상태에 대한 합이다. 

{Q3）, a* 3） operator 의 성 질과 

ion 은 바로 계산된다.

이 여 기 서 £* 와 £- 는 QJ mode 의 pho-

N(QJ) - 1 을 가

(2-6) 식과

함께 attenuat-

6 （糸力务力糸方）=△（畐+页+ ,3 ） £ 
llfln 
航"

吳保：）

(MrMnMQ 女
JCfl 1 -

—――E ——{ 2 I。( QJ ) F(N1
16 Ni2o wi ^2

沁2

ea〈讣卩） % （糸丿"）e了（海7‘M）exp —N2) X A (Q+ 31 — ) 3 ( £2+ a)i — <i)2 ) + I e

{2兀i|0 •文（/）+ %・爻（夕）］}
(①一 QJi 一 无顶2 )丨 z ( 2 N】+ 1 ) X △ ( 0 — 鬲

함수 △〃） 는 역격자 vector 이거나 zero vector 이 (2-11)
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여 기 서 , Ni 느 { exp [ 師 饥 ] 一 1 广 ( 2 - 11 ) 식 의 같은 방법으로 建 4 도 계산할 수 있다.

의 첫째 항은

sound phonon + thermal phonon thermal pho­

non (2-12)
3 • Akh i eser Method

의 경우를 나타내며, 둘째 항은

sound field 에서 임의의 시간 t 에서 위치 z 에 있

sound phonon * two 1ower - energy phonon

(2-13)

의 경우를 나타낸다.

(2T3) 식에서 생성된 두 phonon 은 Q보다 더

작은 진동수를 가져야 하므로 문제가 되지 않는다.

(2・12) 식을 고려하면 L-R attenuation 은 (2・

11) 식으로 부터

兀fi
P 3 - 16 NQS S

9血
jJi

—X I <P(QJ 初2)I2 (Ni

~N2) XA(Q+^i ~ ) <5 (H4- (Oj — oj2 )

...........(2-14)

(2・14)식은 다음 조건으로 부터 계산될 수 있다.

fiQ 4- fl q\ =

는 하나의

H (打；

여기서

H。

由

섭동된

thermal phonon 打의 Hami 1 tonian 은

:,t) - Ho (打)+ Hj (打；z, t)

=t\a)( qi ； Z, t )

fl Wo (打)

Q ⑴；&, Uo ) Ho (打)exp E i ((TZ -Qt )]

° {qj ； a, u0 ) exp [ i (az — Qt )]

진동수 s 는 다음과 같이 주어진다.

(3-1)

(3-2)

(3-3)

3 (” ； z, t )=伽(打){ 1 + a (3丿；&, u0) } X

exp[ i (az — Qt)] (3-4)

여기서 3。는 변형되기 전 결정에서 mode 打 를 갖는

thermal phonon 의 진동수이 며 a 는 진폭이 작을 때

에 선형적으로, 그리고 们以 에 의존하는 상수이 다.

个Q + ?叫— K 32

Q〈〈 , w；
(2-15)

( 3 ・3 ) 식 과 ( 3・4 )식에서 물리적인 의미를 가지

fin«kBT ; Nj 淫 N2
는 것은 실수 부분만이 다.

온도 丁에서 열적 평형 상태의 분포는

여 기 서 4 는 역격자 vector 이거나 zero vector 이다. Nod) = [exp(h<u0/ kB T) — 1 J'1 (3-5)

r 兀W
8 NS而) £ —' I( QJ ^171 ― 两2) 12 N] (Ni + 

■71
sound field 에서, 섭동된 분포 함수에서 실제적으로

여 기 서

i ) x 5( n + «)! —(1)2) (2-16)
attenuation 4 매 우 작기 때 문에 sound 진폭의 최

저차의 효과에 영향을 받는다. 국부적 평형분포 항

에서 섭동된 분포 함수는,

(Qj qji — qjz) = - 4 7T/Qrs (牽[)泌/M 板

32 = 3 (务丿I + Q)!)

N0； Z, t) = N°(3)—(Ng/kBT) ;毎 u0)

exp [ i ( az -Qt )] (3-6)

=«丿(,]方)+Q・s d o)(^i/i )/ Oq* +

3 1 + 2兀Q •立
여 기 서

( W 은 phonon qJi 의 group velocity 이 다. N：=
dN° (細) 

d ( h«)07kBT) (3-7)

그러 므로,
( 3 ・ 3 ) 식에서

n 兀戶1VQ2
7^- £. 力)4 x N】(N】 + i) 

2pVs3 qm
6 (

N (宓；z, t) = No+ (No/ kBT) X (。一。)exp [ i ( a

2兀Q・Vj ) (2-17) ~ lit )〕= N° (two) + Nx (3-8)
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Boltzman transport equation 은 )* , 9 — } (3-17)

로

이

(2스) = 2스 +
k at7 coil at

주어지며, 섭동의

(으스) =씌 + 
a t coii d t

1 ( 3N BH BN 치냐

d z dqa dq> dz

1 차항만 고려하면

丄 （끄也 카烏 치*

0 z汎 虹

되며, sound phonon 과 thermal phonon 의

(3-9)

(3-10)

충돌

여기 서

(3-18)

入와 AT 는 다음과 같은 고력로서 결정된다.

첫째 , sound 아ionon 의 수가 보존된다.

aM
M。。 (3-19)

후 thermal phonon 의 온도 효과를 고려 하면 ,

T'(z, t) = T + ^Texp [i (bZ-Qt)] (3-11)
둘째 섭동의 1 차 항에서 계의 에너지 변화량이 보 

존된다.

이 되며, 분포 함수는 norma I processes 에서

Vq(3；匚如={ exp[恤-j • 3)/kBf 1 }T
号 八서打） （쓰）c"E=0

(3-20)

(3-12)

=Nq(s) - (N^/kBT) [ftoo (△%) +
（3・17） 식을 （3・16） 식에 대입하여, （3 T9） 와

（3・20）을 풀면,

x ,打 exp [ az -Qt)] (3-13)
£0(s”n)T c {q, ;) Cl-i (Q-Szo) X r]-1 { i (Q

여기서

Z = 天 exp[i（（jz — Qt）] 로 정외되며 丄 로 특징 지워 

지는 이동된 분포의 물리 적 의미는 Carruthers 에 

의하여 논의되어 졌다.

x

Sz <i) t (△T/T) + [ ( t/ r n ) — 1 + i (f2— Sz a) t~\ 

("* q/ 饥)0)— iQr。} = 0 (3-21)

£ 
qj

C (硏 J) [! — »'(11-Sz a ) t ] t X { i ( Q — Sz a )

Umklapp processes 에 서 분포 함수는 E (스 T/ T) + ( t/ t „ ) ( • q / fiojQ ) ] — i^la } =： 0

no(O);T) = {exp[編//kBT，]7 J'1 (3-14)

=N0 M - (Ni/kBT) ^(AT/T) x exp 여기 서

(3-22)

[i( <7z -nt)] (3-15)
c (E 丿)三-kB [ fl w0 (57)/ kB T P Nq (3-23)

로 주어지며, Boltzmann eq. 의 collision 항은

(으*) =
d t coll

서 （打; z, t） （0＞； T；，） 

f （刀） 

으로 주어 지는 mode 打 에 기 인하는 비열이다.

이때 phonon system 게서 이동한 에너지의 평균값

으

i N(孑丿；z, t) - no (u>; T)
弓（混）

= (N：/kBT) {k‘ -h^o ( AT/T)-

aNQ = ~ S < H ( 으; >
qj at7coir

=s <nK~7T(nh) - K qj o t o t II

(3-24)

읍(nh 쓶)+ i 으

• q ] + rn~l fiwo (AT/ T) } exp [ i
(NH 쁘)]〉 

dz (3-25)

(oz T2t)] (3-16) 여 기 서 둘째 항은 총 에너 지의 시간 미분의 평균값

(3-3) , (3-8) , (3-10) , (3・16) 식으로부터
이 니 0 이며, 넷째 항은 Brillouin zone 에 대해서 합

Boltzmann eq. 을 풀면,
할 때 0이며, 셋째 항은 계산 결과 0이다.

로 （3・25） 식의 첫째 항에 의한 총 에너지

그러 므

이 동은

0 = { 1-i Efi- Sz (打)a ] r {g (AVT) + (r/
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V 
Q =

16兀3
S J d3 Re { N； } (3-26)

r AT
S C (§, J) Re {---------- --- --- ------[ —
qj 1 4- i (17— Sz a)r T

+ — 4■으 + ii&a*] } 
vn TlWo

이때 attenuation A 는

Fa = 으1 SW

(3-27)

(3-28)

여기서 W 는 sound phonon 의 에너지 밀도이 다.

W = I Pl22 U： (3-29)

(3-21 ) , ( 3-22 ) , (3-27)식으로부터 인

경 우의 3를 계 산하면 ,

이 조건은 높은 sound phonon 의 진동수와 ther- 

ma 1 phonon 의 relaxat ion time 이 긴 낮은 온도에 

서 살 만족한다. Akhieser method 에서 결정이 온 

도 T 일 때 thermal phon이! 으I 진동수는 kB T/fi 이 

다. 이 therma 1 phonon 은 "fis/kBT 의 파장을 가 

진다.

만약 sound phonon 과 thermal phonon 의 위상 속 

도 사이 의 차를 무시 한다면 sound 의 파장 2 는

； = 2 冗$/ Q이 다.

therma 1 phonon 의 파장이 sound phonon 의 파장보 

다 훨씬 짧기 때문에 k^T〉〉*! 이 요구된다.

이 조건은 thermal phonon 의 평 균 자유 행 로가 

sound phonon 의 파장보다 짧은 높은 온도에서만 성 

립 한다.

A = Cu "⑴)G2r/3pS3

=严(打)6"" (3:30)

莒뜨

이며 thermal conduct ivi ty 이다.

4.논 의

그림 2)에 서 ZW느 Landau- Rtimer theory 애 의 

한 ‘3 를 나타내고 있으며, OOC)는 Akhieser met- 

hod 에 의한 A 를 나타내고 있으며, 실선은 실험치 

에 의한 at tenuat i on 을 나타내고 있다.

L - R theory 에 서 thermal phonon 사이 의 상호 작 

용을 무시하였다.

thermal phonon 사이 의 상호 작용의 효과는 sound 

phonon 의 relaxation timer(Oj) 와 비슷흥!■게 정 

의된 thermal phonon 0丿에 대한 reErx 즈 tion t i - 

me：■(打) 로 주어진다. 이 유한한 relaxation t- 

i me 은 fi / t(打) 정도의 phonon qj 에너지를 만든다

만약 이 에너지가 sound phonon 의 에너지 612 와
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유효하다. 40
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5.결 론

그림 2) 에서 L・R theory 는 40°K 이하의 낮은 

온도에 서 잘 만족되 며 , Akhieser method 는 100 ° K 

이 상의 높은 온도에서 즉上 만족된다. 이 사실은 논의와 

잘 일치함을 알 수 있으며, 40°K 이하와 100・K 이 

상의 온도 경계를 가짐을 볼 수 있다.
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