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三次元線幾何學의 Tensor取짧 I •

톨g 훌 훌륭

f홈 훌훌

0] 훌훌文애 셔논 三깅k元射훌%홍間 P. 빼셔 $훌X
호 取銀된 銀幾{可學의 훌훌本癡念옳 우 번애 컬쳐

서 紹介한다. 여 기 에 紹介원 結果(I)는 새 호운 것

이 옷되 나 。l 훌훌文애 셔는 從來외 古典的 方法과

는 혈리 線혔훌何畢옳 t없용따옳 써 셔 取援합다. 야

려함 表示法과 取銀方훨윤 홉훌近에 發展훤 째훌훌

젖으로， 隆히 Spinor 代澈와 數學的 見地에셔 홉

앓-~훌훌홉에 셔 Non-hoIαlomic frame 의 휴훌遭훌tt!!l3

얘 i훌數한 'kit 크다.

1. In，버cat야

規約(1-1) 이 훨文애셔 쓰이는 모든 핵랍훌字

% μ， λ， ν• a. fi. …는 1,2.3, 4의 값윷 取하는

것 o 효 훌경東한다.

0]책 P. 얘 셔 射影同次盛훌훌 f 의 射影흉훌훌훌￥

~ =C~ rl. xA=C~~ (1. 1 찌

옳 생각하여 보차. 但 Cj용

A 옐않t<Ci)=1 (1.1 b)

혀는 實常數의 葉合。I 다. 그려면 (1.1) 얘 依하여

Tensor T 는 -般的 o 로 P. 에 서
~....=C:…C;---양”

얘 依하엑 훌훌훌원다.

훌훌(1-2) TA,.t....A，를 P 개의 뚫字훌 가진 項

률의 集合。l라 하고， AlλZ"'A， 의 {홉置훌(경용置훌훌)

울 훌똥字로 가진 3...둔 T 의 和훌 EA.A....A, (OA"l，'" ι)

라 하연，

p! T(A ι〉 혈 EA•...ι+ 0 ..1••••..1,

p! TeA ι〕 혈 EA‘…ι-0.1••••ι

빼 6T(빼:)= (T.loop + T..p,t +T，야， )

+ (TA.... +T..Ap +T!""A)
6T(.loojψ= (1‘'Mol' +T..μ +T찌)

- (TA,.., +T.μp+T빼A)

훌훌(1-3) 훌훌(Z) indicator I'때Aν 와 흙훌톨(.)

indicator i.뺑， 논 요든 雙의 짧字가 交代的인(‘) 4
階 Ter용or 호셔. 0]젖의 강윤

(a) ω짜/ 가 1앓4 의 4훌훌훌。l 연 +1.
(이 ωμν 가 1앓4 의 홉置훌훌。 l 면 -1.
(이 나머지 다폴 행훌훌액늠 0 01 다.

훌훌~(1-4) 0] 짧文에 셔는 T~ 와 pT~ 율 同

한 T않gπ 의 間것成分 o 로 본다• (p 는 比例常數)

輪허 t 는 反쫓 vector 의 同次成分으호셔 幾{꾀學

的￡로는 P. 얘 셔 點윷 表示하고， 共變 vector의

閒*成分YA는 ~面윷表示한다. 그려나 Kronecker

delta o~ 와 의 얘 셔 定훌펀 indicator용 이 規約을

따료지 않는 것요호 約東한다. 따라셔， 가명，

L.jLlJ. 와 pL.,.p늪 相異한 두 뼈sor 의 成分。l 다.

。I 훌훌文얘 셔 우리 가 取銀하는 훌용 scalar.

vectcπ. 2 階훗ft T，없∞r‘&> 그리고 indicator 얘 限

한다. indicator용 다음 훌훌훌에 셔 불 수 있풋0] 매

우 有用한 tensor 0] 다.

훨훨(1-5). (a) 一훗獨立인(共鍵야닌) 셰點Y".

Z‘’ • tι 에 依하얘 決定되는 ~面 x..는

x.. =i..jLlJ. 1" ZA t" (1.2 a)

。l 고. (야 ‘衣獨立인 쩨 쭈面 YA,ZJ. tA 에 依하역

決定혀는 點 r는

x'" =1‘μι Yκ ZJ t‘ (1.2 b)

。l 다.

홉훌빼 야 定理의 置!lI3운 明白하다. 가령， 點 ‘

(1) V. Hlavaty, D파erenti려 Lir‘e Geometry, P. Noordhoff L여 훌 후라.

(2) contravariant.
(히 ∞V하iant.

(4) skew옹ymmetric.

(5) skew-symmetric quadratic tensor.
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되으로 (a) 가 成立한다.

컸 (1.2)는 反變 vector 와 共變 vector 의 關係

흘 說明하여 준다.

定훌(1-6) 주어진 2 階交代反變 tensor 율

th=t(~니 라 하고， tωμ 를 다읍과 강 。1 定義하자.

yν ， Zν ， tν 가 2JS而 Xω 上에 놓인 條件응

yωXω =0， it" x，ω =0， !"'x，ω=0

이다. 그런례 이 方程式의 解는

y2년Y'[ iJ쇄ill y‘ yl y211 y1 y2커
Xl :X2:X3:X4=1 z2 z3 z4 j:1 z3 z‘ z'I:\ z‘ z' Z21:i ZI Z2 상

!t2 t~ t'll t3 t' i' II t‘ t' t2: It l t2 tS

=l} 1lι yμ ZA t, : i 2PAU Yμ ZA tν

: ISp)ν yμ Z~ tν : iμAu Yμ zλ tν

그러연

(a) tωp 는 2階交代共變 tensor 0] 다.

i.e t，ωp = t(ωμ〕

(b) tωμ 와 tλν 사이 에 다음 關係式이 成立한다.

!"'p=웅 IωμAν fA
“

(1.3 b)

훌훌明 (a) 는 明白하다. (1.3 b) 를 證明하기 위

하여 (1.3 a) 의 兩邊에 Iω뼈를 곱하고 ω， μ 에 關

하여 總和하연

뺑t‘IJP=웅 I ，ω'P~u I"'앵 tAu=a짧) t~·

=(0였-0였)fAν = f,'J8_tBa = 2싼a，

따라서 (1.3 b) 가 成立한다.

遊.£.호 (1.3 b)를 假定하연 (1. 3 a) 가 成立한다.

定훌 (1-7) 두 2階交代 tensor !"'p 와 fwp 가 (1.3)

의 關係에 있을 때 ， t‘up (tμ)를 indicator 에 依한

tωμ (!"，p) 의 ~伴(7)tensor 이 라 부른다.

規約 (1-8) (1.3)과 같야 , indicator 윤 2階交代

tensor 의 隊、字를 올리고 내릴 때에만 쓰。l 는 것

￡호 約束한다. 그리 고 同伴 tensor 윤 同-한 援

文字로 表示하료 한다.

定理 (1-9) tensor tωμ = fcωμ3의 行列式을 t 로

놓우연

한便

있다.

(2.2 a)

(2.2 b)

p~ν 딸 iAz야， (q~ν 딸YOZ“)

호 定義하면

pιA뭘 y'(A Z

안따라서pAι 에 關하여 (a) 가 成立한다.
(b) if휠:의 두 點 au , bν 릎 aι , b“ , yu , Zι 가 一

次獨立되게 擇하연

I~ ~ I수 O

tωg 엔 =융 Imμ짧tι

=8 (t 12t3
‘
+t23t14 +t31 tμ)2 (1. 6)

(1.5) 와 (1. 6) 을 比較하여 보연 (1. 4) 는 明白하다，

(2.1)

플 直線 l 의 射影同次 Plucker 앓(뿌面) ~흩寶 또

는 簡單히 l 의 Plucker座훌라 한다.

注훌 慣쩔上 直線 l 의 Plucker 點座標는 (pi ‘,p'‘,pi‘,
p",p3l, p l2) 로， Plucker 平面座標는 (q ,,, qμ， q341 q23t Q31t

qt ，)호 表示한다. 特히 ， p“=q;;=o, P‘J=_p’, qυ=-qμ

(i*j) 엄 깨 注흘‘하라.

~.理(2-2) (2.1)호 定義된 直線 l 의 PEicker

座標는 다음 住質을 가진 2階交代 tee.sor 이 다.

(a) pAν (q씨 는 l 上위 點 .r", Zι =4= yι (l을 지 냐

는 2JS面 Yλ ， Z~ 추 YA)를 授擇하는 方法如何에 不

狗하고 -定승r 닥.

(b) p~ν와 qλι 는 다읍의 關係에

qωμ =pp“ , (pa추0)

P‘
υμ
=aqωF

(c) pAν 와 q~ι 는 다읍을 滿足한다.

PωμP‘·p=O (2.3a)

qωpq“p = 0 (2.3 b)

證明 p~u， qι 가 2階交代 tensor 입은 定義에 서

明白하다.

(a) 點列 l 上에 서 相異한 두 點 yι , 2'ν 릎

y'u = ayν + pzν , 2ι = λyν + 02ν

2. 置線으I Pliicker座흙

훌훌훌 (2-1) yν , 2ι (Y~ ， ZA)를 直線 l 위 에 놓인

두 點(直線 l 울 지나는 相異한 두 2F面)이라 하

자. 行列式

大韓數學會誌 數學

= (tuts‘
+tut 14 +ts1t 24 ) 2 (1.5)

(1.4)

(1.3 a)tωμ 필 -& tωμAν tι，

64 t=4(tωμ !'"μ) 2

證明 t=Ia8T~ f la t28t3Tt
‘

d

(6) iωμλν Iω찌B=4 0'(~::
(7) associaIe

- 3 3-
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p휠 i..μ‘. a'" b" yl Z" =\= 0 (2.. 4)

a~ ， Y', 캉’애 俊하여 決定혜는 2F面 sa.는

Sa. =i..μ~ at' 함’ =i...μν afl yl Z" (2. 5찌

。 l 고， l1', Y", z!' 애 없하예 f용定S혜논 ~置 t..는
tω =i.어，，...，b" pl‘ =1，￥A‘ b’ YA z!' (2. 5b)

。 l 다. 한便 (a) 에 依하엑

qJu= 앉;r t~"Jo (2. 6)

따라서 (2. 2 찌는 다용과 찮。l 훌훌IJJ훤다.

함셀휠출I뺑암옳월윷I빼&ι=

쁨웅I빼i뼈짧i뼈1Ppt"=
4앓 (tf'/JP+aν /1"fl+ at' fj"") i l4llT 1p p"=
=i__ aν 1p p'" /1"fl똥꽉 pJ1""

(2.2 b)도 al슷한 方法으로 훌훌IJJ할 수 있다.

(c) (2. 3 a)의 證明용 다옴과 찮다.

P"fl /1"fl=한.찌쨌P

=웅 i01flAu YA Z!' y- zt' =0

훌훌훌(2-3) trι=jf.Ju) 가 直훌훌 l 의 Pliicher座훌

가 훨 必횟充7t條件용 (2. 3 a) 7t 훌足되는 것 01

다. 萬若 。l 條件。l 뿜足되 면 tensor r 는 慶훌

가 fι， pλu 되는 훌훌훌 I 옳 -훌的A로 決f휠한다.

훌훌"-' (2.3 a) 가 必훌條件임용 01 "'1 定理(2-2)

의 (c) 에 셔 證明했다. 야쩨 (2. 3a) 가 成立한다고

顧定하고， p롤 p;.ν 의 行列式야 라 하자. 그려면

(1.4) 에 像하여 p=o. 봐라셔 行列 (pι》의 階數

r 용 r<4 01 다. 그번때 Pλι 는交代的야므로 r=1， 3

。l 될 수 없다. 따라셔 r=2. 야 擾훌훌애 p.ι 는 훌g

(2. 8)

뽑代數의 定理에 依하여 p;rν =Yc;r Z~) 形야 펀다.

그려므로 Pνj 는 y ;r 와 Z;r 의 交績 I 울 -意的￡로

決定한다.

훌훌(하4) (a) 直線 fι 가 盛顆2JS面

xi = 0(9) (2.η

위얘 놓얼 必要充分降件윤

pAi=O

화라셔 I훌線 f’와 2F面i .r' =O의 호點옳f 라 하

면 y4 = 0 oj 다. γk 의 다흔 한 點윷 Z!' 라 하연

iY"4=카A걷，)=융 YA z· (쌀0)

따라셔

p14 : pa. : p34 : y“ =yl : yZ : pH : 0

pl4:누 o (;I 추 4)

효 훌定하면 直線 tr"는 (a) 얘 依하여 2JS面 X‘==0
위에 놓oj 지 않는다.

이다.

(b) 萬若 (2.8) 야 網足되지 않으연 直線 γ‘는

이 훌훌후面파 點 PM 애셔 만난다.

옳뼈 便호.I: i=4 되는 獲훌훌에만 짧明하차.

i=1，2， 3 되는 챙훌훌훌도 a1 슷하게 證明펀다.

(a) (=» 盧線W‘ =y뎌 zι')7r 2fi'面 x‘=0 와 -‘

짧하면 y ‘=Z‘=0. 따라셔 pl4=O 01 다.
( 수=) 遊으호， γ4=0 야 威立하연，Zf'面 .r'=o

의 J!l!훌가 a;. 애I， 0, 0, 1) 야으효

a;r plι=0

。l 훨足된다. 따라셔 훌훌훌 fι 는 2JS面 X‘=0 위 에

놓인다.

(b) 야채

~)I ltjV

(8) 1빼뺑=3!11，짧。l으훌

융 I'"'짜i.lC1C aC p쩌 = 황d찮짧 '" J1'I' = ("짧+혔 + 짧)'"쩍 =t:PfJI"'+ tzI'/1"'P+ aPp-

(9) 흐，，~文字 i. j , k, .•.농 1，2，3， 4 의 에느 한 값융 取학는 園定펀 짧字호 쓰잉다. 꺼훌훌 。l 짧字는 Einstein 의 훨WI1.짧훌면

윷 따르져 않마.
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'3. 루 훌훌& 線후， (I0) 二훌훌훌홉面(Ill

:E:훌(3-1) 두 直鍵:jrl~(a=l， 2) 가 안날 必훨充

‘~條件옹

pAJ,pJ" = 0 (a, b = 1, 2) (3. 1)

題뱀 Fν 훌 f.~ y씌 γν 훌훌 :P tν3

호 놓자. 그려면 야 두 直線。1 만날 必훌充分條

件운 行列式 I x~ ， ~， z~ ， t~ 10 ] 零되는 것이다.

그런폐 이 條件야 (3~ 1) 파 閒훌함융 다읍과 갈。I

i證明할 수 있다.

0=파Aν X"' yflz~t"= μ，krIrν

=2p~p;.ν =2p‘'flPω!

훌훌(3-2) P~ν (a == 1, 2)훌 셔로 만나는 두 直

線。1 라 하자. 그려 연 p~«/=l.， 2) 에 像하여 決定

되는 線束 p., {1'~ν} 의 解析的表示는

rAJ, =.E,.. P~ι (3.2)

이다. @ 1'1, r% 는 變數야다.

훌훌BJJ 繼束 p", 의 쪽지點윷 p, 平面융 π 라 하

-자. 그려면

(a) (3.2) 호 주어진 rAJ， 논 pJ" (a=1, 2) 와 만나

는 直線。l 다. 왜 냐하면 (3. 1)과 (3.2) 에 依하여

1';'ν1"AJ，=0， γAt1.P;.ν=0 (a=1, 2)

되기 때운。}다.

(b) 0]제 Sι 툴 P 와 만나고 x 위 에 놓。1 지 않

는(또는 π 위 에 놓0] 고 P흘 지 냐지 않는) 任意의

直線이라 허-자. 그러연

s;.‘'P;.ι=0 (a=1, 2)

. SAJ，rι=0

며라서 γAJ，는 P 흘 지난다. (또는 π 위에 놓인다).

끌 (3.2) 호 주에진 싼는 線束 p"，에 屬하는 直鍵

0] 다.

大훌훌數學會옳數훌

(c) 遊요로 p" 에 屬하논 어떠한 直線요 (3.2)

形￡로 表示됩을 쉽게 얄 수 있다.

슐理(3-3) p~~(a=l， 2, 3) 을 셰 個의 셔로 만

나지 않는 直線。l 라 하자.

mcb=mbc
걷맏Pιfι (ι c=1, 2, 3) (3. 3)

。1 연

Det(mb.)=2 mlZmUm28추o (3.4)

이 成立한다. 그리고 세 直緣 PAJ, 로 決J5!되는 二

次線훌훌面 R 외 解析的 表示는 R 의 f융線옳 rAJ, 로

表示하연

rAJ, =.E r"P~ι (3. 5)

。I 다. 但 훌훌훌 1'1, 1'2, r ‘ 운 다옴 條件울 滿足한다.

E r",..mbc == 0 (3. 6)

題빼 다융과 감야 몇 段階효 냐누어셔 야 定

理툴 훌훌明하여 보자.

(a) (3. 4)의 置明

直線 p;.ν (a=l， 2, 3) 는 서로 만나지 않으으로

m12Ut 13maa추0， 'ttn==m22=maa=O

따라서 (3. 4)가 成立함다.

(b) (3. 5)로 定훌원 1'~ν 는， (3. 6) 에 依하예， 直

線올 훌훌示한다.

:. r.값:찮I뺨.) (활함)

=숭 암r"1Iκ 옆꽃0
‘’‘"I

(c) (3. 5) 료 짧훌훤 直線 1'~ν 는 셔로 만나지 않

는닥-

(3;. 5)효 똥훌훌판 *협異한 두 直繼옳

rAJ,= E r"jrlν， (但 "E "",..mbc=O)
0=1 II l:“=1

돼야
mv’r

i

3Z

싸

但땀·a
r
t

sZ

센

--
싸

V,

라 하연， (3.4) 에 依하여

3 (3. 4)
1';'ι'1"AJ， =.E mr에"by< =누 O

되기 혜푼。l 다.

(d) (3.5)호 定靈펀 直顧 r;'ν 는 二次曲面 Q 흘

生成한다.

기. Pa 의 if:慮의 直線 tμ 가 r~ν 의 集合과 두 鄭

\11) pencil of lines. (11) regulus.
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*t풋「

에셔 만남융 훌훌뼈하연 원다. 01 쩨

fief

ι = tJ.J，pAν (a=1, 2, 3)

K

(3. 7)

훌 定훌훌하연， 션U 와 tJ.J, 가 만날 條件응

션갱Aν = 1:T'1. =0 (3. 8)

。 I 다. 그런례 (3. 6)과 (3. 8) 의 解 T" (a=1, 2, 3)'

는 우 個(또는 童根) 存在하묘로， (Iι 는 두 個와

直續 r~~ 와 만난다.

(e) 위의 論훌 (b) , (c), (d) 에 依하여 (3. 5) 로

定養펀 오둔 直線 션ν 는 同-한 二것鍵繼面 R 어f

훌훌함율 얄 수 았다.

(f) 뺑으로 R 의 모든 直線 r~~ 는 (3. 5) 形으효
表示됩융 협게 置19l할 수 있다.

요틀 f ‘ (a=1, 2, 3)와 만나는 直續 t J.J, 는 (ie-

(3. 7) 에 fR하여 t.=O) Q 의 第二의 二*線鷹面

R*에 훌한다. 따라셔 R*의 任훌의 母線 t~ι 는 R
의 모든 母훌훌과 만냐고， 遊 o 호， R의 任意의 홉￡

線용 R*의 요든 母線파 만난다.

(뚫世大훌校)

<p.~에셔 계속〉

얘 셔 의 linearfunction와 의 覆分表짧훌홉언 것 01 다.
第 14 章에셔는 [0, 1] 맞 v 위에셔의 p이nt

mapping 및 set mapping 의 性質윷 爾훌합으호써

[α 1], r...., U 等의 構造를 明白허 하고 있다.

以上에셔 본 바와 갚이 야 冊의 主훌 택마는

Lebesgue 寶分論으로셔， 01 젓옳 三段階로 나누에

쳐음에는 Euclid 호間에셔 古典的方法으효 다루고，

둘째 段階에셔는 抽銀集合위에셔 現it的方훨jζ효

。l툴 다추고， 셰째 段階호셔는 。I 寶分융 F뼈c

tiona! Analysis 의 立樓에 셔， 곧 vector lattice 위

에셔의 뻐ear functional 효셔 다홈으로써 짧步者로

하여금 Le뾰쟁ue integral옳 明確허 透視합 수 있

도록 試圖하고 있는 데 그 特徵을 發見할 수 있으

며， 또한 特記활 갯운， 훌훌近에 取授되는 많은 좋

용 問題흘 各顧마다 收錄하여 寶者로 하여금 冊

의 內容율 把提하는 떼 도움이 되도혹 하는 同時

애 現代解析뿔의 基本되는 職‘念툴율 補充紹介하는

것도 체융려하고 있지 않다. 要첸대 -寶융 권하

고 싶용 짧이다.

(훨世大學홉)
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