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기체 방전의 수치적 시뮬레이션을 위하여 FE-FCT(Finite-Element Flux-Corrected Transport) 방법을 이용한 준 2차원 수
치적 모델을 제시한다. 이 모델에서는 전자와 이온에 대한 1차원 연속방정식을 풀어 시․ 공간적으로 변하는 전하 분포를 계산
하고, 공간 전하 분포에 의한 전기장의 변화는 2차원적 전하 분포를 고려하는 디스크 방법을 적용하여 푸아송(Poisson)방정식
을 풀어 계산한다. 다양한 벤치마크 문제에 대해 계산한 결과는 이 모델의 정확성과 적용성을 잘 보여준다. 또 스트리머 방전
에 대해 계산한 결과는 앞선 연구 결과와 잘 일치하는 것을 보여 준다.
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Ⅰ. 서  론
기체 방전 문제는 많은 경우 전하 밀도와 같은 스칼라양

의 수송 및 확산 항을 포함하는 유체방정식(fluid equation)
을 푸는 방법으로 다루어진다. 이 때 전하 밀도 같은 물리
량 들은 반드시 양의 값으로 유지되어야 그 물리적 의미를 
잃지 않게 된다. 전하들에 에너지를 공급해주는 전기장은 
전하들의 공간적 분포에 따라 결정되는 것으로 일반적으로 
푸아송(Poisson) 방정식을 풀어서 구한다. 방전 과정에서 
전하 밀도는 이온화 및 재결합 등의 현상으로 인해 시간과 
공간적으로 급격하게 변화되고, 이는 전기장을 비선형적으
로 변화되게 한다. 이와 같은 방전 과정의 비선형적인 동력
학적 특성은 물리량들의 기울기를 매우 급하게 변화시키
고, 불연속적으로 만들며, 또 충격파를 불러일으키기도 하
여 기체 방전에 대한 수치적 계산을 불안정하게 만든다.

Boris와 Book는 총 개수 밀도가 보존되도록 반확산 선
속(anti-diffusive flux)을 도입하여 유체방정식을 푸는 
FCT (Flux Corrected Transport) 방법을 제안하였다[1]. 
FCT는 많은 연구자들에 의해 기체 방전의 계산에 사용되
어 왔으며, 그 결과 FCT는 정확하면서 안정적인 해를 얻는 
수치적 방법으로 인정받게 되었다[2-3].

유체방정식과 같은 미분 방정식을 이산화(discretization) 

시키는 일반적인 방법은 FDM (Finite Difference Method) 
이다. 물리량들이 급격히 변하는 전극 근방의 sheath 영역
이나 이온화 영역에서 수치적 불안정이 발생하지 않으면서
도 계산 시간을 줄이기 위해 일반적으로 비균일 계산 격자
를 사용한다. 그러나 FDM 방법은 비균일 계산 격자를 적
용하여 이산화하는데 상당한 난점이 있다. Lohner[4]는 비
균일 격자에서도 정확하고 효율적으로 해를 구하는 이산화 
방법으로 FE-FCT을 제안하였다. 이는 유체 역학 문제 풀
이에 성공적으로 적용되어왔던 FEM (Finite Element 
Method)과 FCT 방법과 결합한 것이다. 그는 Zalesak이 
제안했던 FCT 알고리즘[5]에서 사용하는 선속 대신에  반 
확산 요소를 더하는 방법을 사용하였다. Georghiou는  
FE-FCT 방법을 스트리머 전파에 적용한 2차원 모델을 발
표하였다[6]. 그러나 이 2차원 모델은 매우 긴 계산 시간을 
요구하므로 가스 방전이 정상 상태에 이르기 까지 계산하
기는 매우 어렵다.

본 논문에서는 FE-FCT 방법을 기반으로 하는 기체 방
전의 시뮬레이션(simulation)을 위한 준 2차원 유체 모델
을 제시한다. 본 모델은 2차원 모델에 비해 계산 시간이 짧
아 정상 상태까지 계산하기가 어렵지 않으면서도 전하분포
의 2차원적 특성을 반영할 수 있는 준 2차원적 모델이다. 
기체 방전에서 전하 밀도를 계산하기 위해 사용하는 연속
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방정식과 같은 대류-확산(convection-diffusion) 방정식
에는 원천(Source) 항으로 이온화, 기체 흡착, 재결합, 전
자 확산 등이 포함된다. 이 방정식은 FE-FCT 방법으로 이
산화하여 수치적으로 계산된다. 전하 분포에 따라 변화하
는 전기장은 고전적 디스크 방법(disk method)[7]을 사용
하여 준 2차원적 방법으로 계산한다.

Ⅱ. 수치 모델
가스 방전의 계산에는 전하들의 수송 항과 확산 항을 포

함하는 다음과 같은 일반적인 형태의 대류-확산 방정식이 
사용된다.







  (1)

     
 (2)

여기서 는 전하 밀도처럼 수송되는 스칼라 양이고, 
는 대류 항이며, 는 확산 선속을 나타내고, 는 속력, 는 
시간, 는 거리를 나타내며, 는 이온화, 재결합, 흡착 등
에 기인한 원천(source)항을 나타낸다. FCT 방법의 기본
적인 전략은 흐름이 부드러운 영역에서는 고차 방식(low 
order scheme)을 사용하지만, 불연속성이 있는 부근에서
는 저차 방식(low order)을 사용해서 단조롭게 변하는 해
를 얻는 것이다.

고차(high order) 해를 얻기 위해서 일종의 Lax- 
Wendroff 방법인 2단계 Taylor-Galerkin 법[4]을 사용한
다. 식(1)의 해를 구하기 위해서 다음과 같은 방법을 사용
하여 시간 에서  로 전진시킨다.

1단계:
    

 

 (3)

2단계:
       

  (4)

식(3), (4)는 계산 영역을 선형 요소로 구분한 후 
Galerkin의 가중 나머지 법(weighted residual method)을 

사용하여 이산화시킨다. 이렇게 이산화된 식(4)는 식(5)와 
같이 나타낼 수 있다.


    (5)

여기서 는 일관된 질량 행렬(consistent mass 
matrix)이고, 는 시간 에서의 증분 벡터(increment 
vector)이며, 는 시간 에서 각 요소가 노드에 기여하
는 힘 벡터(force vector)이다. 식(5)에 대각 묶음 질량 행
렬(diagonal lumped mass matrix) [8]을 도입하여 고
차 해 를 나타내면 다음 식(6)과 같다.


     

 (6)

저차 해 는 수치적 잔물결(numerical ripple) 등이 발
생되지 않게 단순성을 가져야 한다. 이와 같은 단순성은 다
음 식(7)과 같이 앞서 언급한 Taylor-Garlerkin 방식에 질
량 확산(mass-diffusion) 항을 더해주는 방법으로 얻을 수 
있다.


    (7)

여기서 은 질량 확산 항으로 아래 식(8)과 같이 행
렬 과 행렬 의 차이에 비례하는 것으로 표현할 수 
있다.

   
 (8)

여기서 는 확산 계수로 0에서 1사이의 값을 갖는다. 
식(6)에서 식(7)을 빼주면 식(9)와 같이 된다.

   
  

    (9)

식(9)에서는 선속 와 의 이산화로부터 기인하여 식
(1), (4), (7)에 포함되어 있던 항이 모두 소거 된 것을 볼 
수 있다. 이것은 벡터 에 대한 계산을 불필요하게 하여 
계산 시간을 크게 단축시키는 역할을 한다. 다음으로는 해
의 지나침이나 모자람을 방지하기 위하여 Zalesak에 의해 
제안된 방법[5]에 따라 선속 제한(flux-limiting) 과정을 
거친다.
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Figure 1. Square wave test with constant speed.

Figure 2. Convection of a semi circle wave test with 
constant speed.

전기장은 디스크 방법[7]을 사용하여 준 2차원적인 방법
으로 계산한다. 여러 실험 결과에 따르면 기체 방전은 많은 
경우에 가는 실모양의 기하학적 모양으로 발생하여 원통형
의 대칭성을 가지며, 곡률반경이 더 큰 쪽의 전극 근방에서 
방전 반지름이 더 크게 나타난다. 본 모델에서는 이와 같은 
방전의 특성을 고려하기 위해 방전이 절단된 원뿔의 형태
로 발생한다고 가정한다. 또한 방전 단면에서의 전하 밀도
는 균일하다고 가정하면, 전하 분포는 균일한 디스크로 표
현 할 수 있다. 이 때 공간 전하 분포로 결정되는 전기장은 
디스크 모양의 전하 분포 함수를 적분하여 얻을 수 있다.  
즉, 축상의 한 지점 에서 전기장의 축 방향 성분은 다음 
식(10)과 같이 나타낼 수 있다.

   



 



  ′  ′  
′ ′




 

  ′ ′  
′ ′ 

(10)

여기서 는 자유공간에서의 유전율이고, 는 양극과 
음극 사이의 거리이며, 는 알짜 전하밀도(net charge 
density), 는 디스크 전하의 반경을 나타낸다. 전하에 영
향을 미치는 총 전기장은 공간 전하에 의한 전기장 에 
라플라시안(Laplacian) 전기장 을 더해서 구하여야 한
다. 예를 들어 구-평면(sphere-plane) 모양의 전극에서의 
방전인 경우에는 라플라시안 전기장은 식(11)과 같이 주어
진다.

       ln   
 (11)

여기서 는 적용 전압을, 는 구모양의 전극의 반지
름을 나타낸다.

계산에 사용하는 공간 격자의 크기 와 시간 간격 
는 CFL (Courant-Friedrichs- Lewy) 조건을 만족하도록 
결정한다.

Ⅲ. 계산 결과
개발된 수치 모델의 정확성 및 안정성을 입증하기 위해 

여러 조건 아래서 테스트를 수행한다. 먼저 사각형, 반원
형, 종형 등의 여러 모양의 파동의 전파에 대해서, 그리고 
일정한 속력, 변하는 속력, 사인파 형태로 변하는 속력의 
파동 및 확산을 하는 파동의 전파에 대하여 테스트한다.

Figure 1은 진폭이   , 폭이  인 사각형 파동
이 일정한 속력    로    에서 출발하여 
전파되는 것을 나타낸 것이다. 계산 결과 시간    에
서의 파동은 수치적 잔물결이나 불안정성이 없이 안정된 
것을 보여주고 있다.

Figure 2는 일정한 속력    를 갖는 반원형 파
동의 전파에 대한 테스트 결과이다. 이 테스트는 위상 에러
(phase error)를 체크하기 위한 것이다.   에서 전파되
기 시작한 반원형 파동이    까지 전파된 후에도 거
의 위상 에러가 발생되고 있지 않은 것을 보여 주고  있다. 

Figure 3은 속력의 방향이 변하는 경우에 대한 테스트로 
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Figure 3. Convection of a square wave with sign 
changing speed of the form
     at    .

Figure 4. Convection of a wave with a rapidly varying 
speed of the form     sin  .

Figure 5. Propagation of a Gaussian pulse with speed 
  ×  and   ×  .

  에서   까지의 폭을 갖는 사각형 펄
스가 속력     로 전파하는 것을 나타낸 
것이다. 왼쪽 부분(  )과 오른쪽 부분(   )
의 속도의 방향이 서로 반대가 되어, 각각 왼쪽 방향과 오
른쪽 방향으로 전파된다.    에서의 펄스의 모양은 4
차 정밀도를 갖는 upwind FDM으로 계산한 결과와 비교해 
보면 잘 일치하는 것을 알 수 있다[9].

다음으로는 빠른 속력으로 변하는 파동의 전파에 대하여 
테스트 한다. Figure 4는 진폭 10, 폭  의 펄스가 
   에서 출발하여 빠르게 전파해가는 모습을 보
여 준다. 펄스의 속력은     sin 로 공간적
으로 매우 급격하게 변하는 경우로 기체 방전에 대한 시뮬레
이션에서 유사한 경우를 발견할 수 있다. 그림에서 
   와    에서 펄스의 모습은 본 모델이 수
치적 잔물결이나 불안정성이 없다는 것을 다시 보여 준다.

확산을 포함하는 경우에 대한 테스트를 하기 위하여 아
래와 같이 처음    에 최대값을 갖는 가우시안
(Gaussian) 펄스를 생각하자.

     exp


  


 (12)

이 펄스의 속력   ×  , 확산 계수 
  ×  ,   ×  라 할 때 시간 
초 후의 펄스는 식(13)과 같이 나타낼 수 있다.

     


  exp


  
   




(13)

Figure 5는 이 가우시안 펄스의 초 후에 모습을 수치적 
방법과 해석적 방법으로 계산하여 나타낸 것이다. 그림에
서 점선은 정확한 해이고, 굵은 실선은 수치 해이다. 두 해
는 구분하기가 힘들 정도로 거의 완벽하게 일치한다.

Figure 6은 식(14)와 같은 선형 전기장 내에서 충격파가 
전파되는 것을 계산한 결과를 나타낸 것이다.

    ≤ ≤  (14)

여기서 는 상수이며, 전기장의 최대값은 으로 하
고 계산하였다. 유체는 이와 같은 전기장 내에서   를 

향해 운동하며 압축된다. 해석적 해는 식(14)의 전기장을 
대입한 식(1)의 방정식을 풀어서 구할 수 있는 것으로 식
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Figure 6. Shock wave transport in linear field    .

Figure 7. Electric field magnitude in the streamer 
propagation calculation for the first 1.05ns.

Figure 8. Electric field magnitude in the streamer
propagation calculation for the first 10 ns.

Figure 9. Electric field magnitude and electron density 
in the streamer propagation calculation.(15)와 같이 얻어진다.

   
  (15)

여기서  는 초기의 밀도 분포로,    , 
  

일 때 식(16)과 같다.

     
 


 tanh

   (16)

그림에서 보는 바와 같이 계산 결과 얻어진 충격파의 곡
선은 정확한 해의 곡선과 거의 일치한다. 이는 본 모델이 
충격파의 전파에서도 안정적인 해를 구할 수 있는 모델임
을 보여주는 것이다.

코로나 방전에 대한 본 모델의 적용성을 테스트하기 위
하여 침-평판(point-plane) 전극 구조의 질소 기체 방전
에 대하여 계산을 수행하였다. 전극 사이의 간격은  , 
구 모양 침의 곡률 반경은  일 때, 침 전극에  
의 전압을 걸어 주어 계산한 결과는 Figure 7, 8, 9와 같다. 
Figure 7은   까지 시간에 따른 전기장의 분포를 
나타낸 것이고, Figure 8은   까지 시간에 따른 전
기장의 분포를 3차원 그래프로 나타낸 것이다. 양극 근방의 
고전압 영역에서 발생된 스트리머(streamer)가 시간이 지
남에 따라 음극 쪽으로 전파되는 것을 보여주고 있다. 
Figure 9는 전기장과 전자 밀도의 시공간적 분포를 나타낸 
것이다. 전기장의 크기가 최대값을 갖는 위치에서 전자 밀
도도 최대값을 갖는 것을 알 수 있다. 즉, 전기장이 최대가 
되는 지점에서 이온화가 활발히 발생하여 전자 밀도도 최
대로 되며, 이것이 음극 방향으로 전파되는 것이다. 이는 
코로나 방전에서 스트리머의 특성[10,11]을 잘 나타내 주
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고 있는 것으로 우리 모델의 신뢰성을 입증하는 것이다.

Ⅳ. 결론
본 논문에서는 기체 방전의 시뮬레이션을 위한 준 2차원

적 유체 모델을 제시하였다. 이 모델은 FE-FCT (finite- 
element flux-corrected-transport) 방법을 기반으로 1
차원 대류-확산 방정식을 계산하여 전하의 밀도 분포를 구
한다. 전하 분포로 결정되는 전기장은 디스크 방법을 사용
하여 준 2차원적으로 계산한다. 수치 코드는 객체지향 언
어인 C++ 언어로 개발하여, 신속성과 편이성 및 재사용성
을 높게 하였다. 여러 가지 벤치마크 프로그램에 대한 테스
트 계산 결과는 본 모델의 정확성과 안정성을 보여주었으
며, 또한 코로나 기체 방전에 적용하여 계산한 결과는 앞선 
연구 결과들과 잘 일치하여 모델의 신뢰성을 입증하였다. 
결론적으로 이 모델은 기체 방전 연구에 적용할 수 있는 정
확성과 안정성을 갖는 신뢰할 수 있는 수치적 모델이다.
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A quasi two-dimensional model for numerical simulation of gas discharge is presented, 
based on the finite-element flux-corrected transport method. A one-dimensional continuity 
convection-diffusion equation coupled Poisson’s equation is solved to calculate the charge 
density variation and the electric field is evaluated by the classical disk method. Results 
calculated for various benchmark problems verify the accuracy of the proposed model and 
illustrate its performance. This model has been applied to a streamer simulation, and the 
results are shown to agree well with previously published results.
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