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동일한 전달 행렬을 가지는 안정화 가능한

이종 시스템들의 출력 일치

Output Consensus of Non-identical and Stabilizable Linear Systems 
Having the Same Transfer Matrix
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Abstract: This paper studies the output consensus problem for a class of heterogeneous linear multi-agent systems under a fixed 
directed communication network. The dynamics, as well as its dimension, of each agent can widely differ from the others, but 
all the agents are assumed to have the same transfer matrix. In addition, only the system outputs are constrained to be 
delivered through the network. Under these conditions, we show that the output consensus is reached by a group of identical 
controllers, which is designed to achieve the state consensus for the homogeneous multi-agent system obtained from the minimal 
realization of the transfer matrix. Finally, an example is given to demonstrate the proposed result.
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I. 서론

최근 학계에서는 다개체 시스템(multi-agent systems, 
MASs)의 일치 문제가 많은 관심을 받고 있다. 다개체 시스

템이란 여러 개의 개별 시스템들이 네트워크 통신을 이용

해서 특정 정보를 주고받는 시스템을 말한다. 또한 그 시스

템의 일치란 각 개체의 특정 정보들(가령 출력이나 상태변

수, 또는 상태변수의 일부분 등)이 모두 같아지는 것을 뜻

한다. 이러한 다개체 시스템이 학계에서 많은 관심을 받고

있는 이유는 무인 항공기의 편대 제어, 이동 로봇들 간의

협업, 여러 대의 센서를 이용한 감시 체계 구축과 같은 공

학적 관점뿐 만아니라, 생물학적 그리고 물리학적인 관점에

서도 그 응용 사례가 많기 때문이다[2,4,5,8,11-18].
이러한 분위기를 반영하여 각 개체의 동역학이 모두 같

은 동종 다개체 시스템의 일치 문제에 대한 많은 연구가

진행되어 왔다[5,7,8,13,15-18]. 하지만 모든 시스템들이 (모
델링 오차나 불확실성과 같은 연유로) 완전히 같을 수는

없다는 사실로부터, 최근 이종 다개체 시스템에 대한 연구

가 진행되었다[9,20-22]. 논문 [20,21]에서는 내부 모델 원리

(internal model principle, [1,6])에 근간하여, 이종 다개체 시

스템이 출력 일치를 이루기 위해서는 (제어기 동역학까지

포함하여) 각 개체들이 공통된 모드를 포함하고 있어야 한

다는 필요조건을 제시하였다. 이 결과를 바탕으로 [9,22]에
서는 그 공통된 모드를 제어기에 삽입해 넣어(embedding) 
출력 일치 문제를 해결하는 기법들을 제시하였다.

본 논문에서는 방향성 그래프로 묘사되는 네트워크 통신

을 하는 선형 이종 다개체 시스템의 출력 일치 문제를 다

룬다. 특히, 앞에서 언급한 공통된 모드를 제어기에 삽입하

는 기법이 아닌, 각 개체 자체가 서로 같은 전달 행렬을 가

지는 경우를 다룬다. 즉, 개체들의 동역학이 모두 다를 수

는 있으나 그 입출력 관계가 같은 경우에 대하여 출력 일

치 문제의 해법을 제시한다. 제어기에 공통된 모드를 삽입

하는 경우 그 인위적인 모드에 의해서 이종 다개체 시스템

의 출력 일치 궤적이 결정되는데 반해, 이 경우 각 개체의

특정 공통된 동역학에 의해서 출력 일치 궤적이 결정된다.
표기법: 본 논문에서는 방향성 그래프(directed graph)를

 와 같이 표기한다. 여기서   …
는 노드(node)들의 집합을, ⊆×는 노드들의 순서쌍

을 원소로 가지는 엣지(edge) 집합을,   ∈×는
가중치 인접 행렬(weighted adjacency matrix)을 나타낸다. 방
향성 그래프에서 엣지 ∈는 노드 에서 노드 로 가

는 화살표로 표시되며, 이는 가중치 인접 행렬과 다음과 같

이 연관되어 있다: ∈이면  이고, 그렇지 않을

경우, 즉  ∉이면  이다. 노드 의 이웃 집합

은   ∈  ∈로 정의된다. 노드 에서 노드 

까지 (길이 의) 경로는 노드들의 순열  … 로 정

의된다. 여기서   ,  , 그리고 모든  …에
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대해  ∈이며, 경로 내에 노드 중복은 없다. 만약

방향성 그래프 에 특정한 노드 ∈가 있어서 그 노드

에서 다른 모든 노드까지의 경로가 각각 존재한다면, 그 그

래프는 연결되었다고 말한다. 특히 그 노드 를 루트(root)
라 부른다.

방향성 그래프 의 라플라시안 행렬(Laplacian matrix) 

    ∈×은  로 정의되며, 여기서

  diag이고 ∈은 모든 성분이 1인 열벡터이

다. 라플라시안 행렬의 정의로부터 쉽게 알 수 있듯이, 
은 항상 0을 고유치로 가지고, 은 그에 대응되는 고유벡

터이다. 또한 거쉬고린 디스크 정리(Gershgorin disk 
theorem)에 의해 0이 아닌 다른 모든 고유치들의 실수부는

양수이다. 위의 사실에 기인해 편의상   으로 둔다. 

만약 방향성 그래프 가 연결되어 있다면, 행렬 의 고유

치 0에 대한 대수적 중첩도(algebraic multiplicity)는 1이다

[13,20]. 즉,   …에 대해  ≠이다.

II. 본론

1. 문제 정의 및 선행 지식

다음과 같은 일반적인 다중 입출력 선형 시불변(MIMO 
LTI) 동역학으로 표현되는 개의 시스템들을 고려하자.

  ∈ ∈
 ∈ (1)

여기서 ∈ …는 개체의 식별번호를 나타내고, 
 는 안정화 가능(stabilizable)하다. 동종 다개체 시

스템(homogeneous MASs)과 달리, 상태변수의 차수 및 시스

템 행렬   들이 각 개체마다 모두 다를 수 있다

는 점을 유의하라. 또한 행렬 쌍   에는 (가령 검

출 가능성(detectability)과 같은) 어떠한 제한 조건도 부과되

지 않은 점도 유의하라.
다개체 시스템 (1)에 대해 네트워크 연결 관계(network 

topology)는 방향성 그래프  로 모델링된다고

가정한다. 즉, 노드 ∈은 번째 개체를, 엣지 ∈와
가중치  는 번째 개체가 번째 개체의 출력 정보

를 가중치 만큼 받는 것을 의미한다.

이러한 상황에서, 본 논문에서는 다개체 시스템 (1)이 다

음과 같은 조건

lim
→∞
∥ ∥ ∀∈

을 만족시키도록 하는 제어기

 ∈




∈

 
∈


(2)

를 설계하는 문제를 다룬다. 이를 앞으로 다개체 시스템의

출력 일치 문제라 하겠다. 여기서 자명한 출력 일치 문제는

다루지 않겠다. 즉, ∈에 대해 lim →∞   이 되는

경우는 본 논문에서 고려하지 않는다. 또한 이종 다개체 시

스템의 경우, 상태 변수 일치 lim →∞    

를 일반적으로 이룰 수 없다는 점에 유의하라.
제어기 (2)와 함께 개별 개체 (1)의 동력학은 다음과 같

이 나타나진다.




(3)

여기서   col∈이며,

 



 




 
  




 





     

와 같이 정의된다. 이러한 상황에서 다개체 시스템의 출력

일치 문제에 대해 다음과 같은 결과가 알려져 있다.
정리 1 [21]: 행렬 쌍   가 검출 가능하다고 가정

하자. 출력 일치 문제가 풀렸다면, (a) 방향성 그래프

 는 연결되어 있고, (b) 모든 ∈에 대해 행

렬들 ∈×  , ∈× 와 최대 열 행렬계수(full column 

rank)를 가지는 행렬 ∈× 이 존재해서 다음을

만족한다.




  ⋯ (4)

여기서 행렬쌍 은 관측 가능(observable)하고, 행렬 

의 모든 고유치는 닫힌 복소 우반 평면(closed right-half 
complex plane)에 놓인다. ■

위 정리에서 행렬 쌍  의 검출 가능성은 사실 가

정이 아니다. 만약 이 조건이 특정 개체 ∈에서 만족되지

않는다면, 행렬 쌍   을 검출 가능 부분과 검출 불가

능한 부분으로 나눈 후, 검출 가능한 부분만을 이용하여 진

행하면 된다. 자세한 내용은 논문 [21]을 참고하라.
출력 일치 문제가 풀렸다면, 식 (3)에서 ≡이 되어

각 개체가 개루프 시스템이 된다. 따라서 정리 1에서 식

(4)가 의미하는 바는, 각 개루프 시스템에 대해 불변 다양

체(invariant manifold)  가 존재해서 그 다양체 위에

서 출발한 시스템 해 는 그 다양체를 벗어나지 못하

며( ), 그 다양체 위에서의 시스템 출력 는

모두 같다( )는 것을 말한다. 여기서 의 동역학

은 와 그 출력 로 주어진다. (여기에서 말하

는 바가 소위 말하는 내부 모델 원리이다. 자세한 내용은

[1,6,21]을 참고한다.) 간략히 말하면, 모든 행렬 들이 내

부에 똑같은 모드 를 포함하고 있으며, 그 모드에 의해

파생되는 출력값들은 모두 같아야 된다는 것을 의미한다.
2. 출력 일치 제어기 설계

앞에서 언급한 출력 일치 문제를 다루기 위해, 다음과

같은 가정을 한다.
가정 1: (a) 방향성 그래프  는 연결되어 있

다. (b) 개의 시스템들 (1)의 전달 행렬   

  
는 모두 같다. 즉, 모든 ∈에 대해
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 가 되는 전달 행렬 가 존재한다. □

위 가정은 이종 다개체 시스템 출력 일치 문제의 필요

조건(정리 1)으로부터 도출된 것이다. 특히, 가정 1(b)가 만

족된다면, 모든 행렬  들이 항상 공통된 모드를 가진다는

것을 알 수 있다.

가정 2: 행렬 ∈× ∈× ∈× 들을

가정 1의 전달 행렬 의 최소 차원 구현(minimal 

realization)이라 하자. 즉,  
이고, 

 는 제어 가능(controllable), 관측 가능하다. 그

러면 모든 ≠에 대해 
 를 안정한 행

렬(Hurwitz)이 되도록 하는 행렬들 ∈× 
∈× ∈×∈× 가 존재한다. 여기서





 


 

 
 




 





      (5)

이고 은 네트워크 연결 관계 의 라플라시안 행렬이다. □
주목 1: 가정 2는 주어진 라플라시안 행렬 과 동종 다

개체 시스템

 



에 대하여 다음과 같은 동적 제어기

 



∈

 
∈


(6)

가 상태변수 일치 문제를 푼다는 것을 의미한다. 즉, 
  col를 정의 한다면, 모든 ∈에 대하여

lim →∞    을 만족한다[5,8,16,19]. 반면 본

논문에서는 이종 다개체 시스템의 출력 일치 문제를 다룬

다는 점에 유의하라. □

가정 2를 만족하는 행렬들    에 대해서는

이미 많은 연구가 진행되었다[5,7,13,16-20]. 특히 [18]에서

는,   일 경우에 대하여 일반적인 해를 제공한다. 또

한 [16]에서는, 행렬 의 모든 고유치들이 닫힌 좌반 평

면에 있을 경우의 해를 제공한다.
정리 2: 가정 1과 2가 만족되면, 다음의 제어기

 



∈

 
∈


(7)

는 다개체 시스템 (1)의 출력을 일치시킨다. 더욱이, 

lim →∞∥  ∥ ∀∈을 만족시키는 벡

터 ∈가 존재한다. 여기서 와 는 식 (5)에 정의

되어 있다.  ■
위 정리의 제어기 (7)과 달리, 주목 1의 (6)은 구현가능하

지 않다는 사실에 유의하라. 이는 ∈일 때, 번째 개체의

제어기가 출력정보 는 사용할 수 있는 반면, 는 실제로

사용할 수 없기 때문이다.
증명: 일반성을 잃지 않고, 시스템 (1)의 상태 방정식이

다음과 같이 표현된다고 가정하자.




































  

 


 

 
 



  
 

  
 





































 


 





 (8)

            
  

  

여기서   col      이다. 이는 칼만 정

규 분해(Kalman canonical decomposition, [3, 정리 6.7])로 인

해 항상 가능하다. 칼만 정규 분해에 따르면 

 
 

 
 

  이고, 


  

  
 는 제어가능, 관측가능하다. 더욱이 시스템

의 안정화 가능성으로 인하여 행렬들 
와 

 는 안정

한 행렬이다. 가정 1.(b)에 의해  이고, 순서

세쌍 
  

  
 는 전달 행렬 의 최소 차원 구

현이라는 점에 유의하라.
모든 최소 차원 구현들의 등가성(equivalence)과 가정 2에

의해서, 


  


  
 를

만족하는 가역행렬(invertible matrix) ,   …가 존재

한다. 따라서 좌표 변환  diag   에 의해

상태 방정식 (8)이 다음과 같이 변환된다.



































  


 


 

 
 



  
 

  
 







































 





 (9)

           
  

여기서   col      이고, 이 상태 공간에서

는   ∈  ∈  ∈




가 되는 사실에 유의하라.

동적 제어기 (7)을 고려하여 상태 변수들 

 

col … 와   col  를 정의하면, 그에

대한 동역학은 다음과 같이 표현된다.

 



 


 

 
 




 










 
















 


 

 
 




 






∈
     

















 






∈





     
∈






여기서 는 위 수식들로부터 적절히 정의되며, 행렬들

  는 식 (5)에서 이미 정의되었다. 위 식으로부터
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그림 1. 8개의 개체로 구성된 다개체 시스템의 정보흐름을 묘

사하는네트워크연결관계. 원안의숫자는각개체식

별번호를, 는통신의가중치를의미한다. 주어진토

폴로지는 노드 1 또는 3을 루트로갖는 연결된 그래프

이다.
Fig. 1. A network topology describing the local interaction among 

the 8 agents. The number in each circle denotes the 
identifier of each agent, and  the interaction strength. 

Note that the topology is connected and its corresponding 
root nodes are agents 1 and 3.

 col…와 

의 동역학을 다음과 같이 얻는다.

 ⊗
⊗ 























⋱







(10)

여기서  col…이고, 행렬 
는 시스템의 안

정화 가능성으로 인하여 안정한 행렬이다. 또한 ⊗는 크로

네커 곱(Kronecker product)을 나타낸다.
식 (10)의 점근적 특성(asymptotic behavior)을 조사하기에

앞서, 라플라시안 행렬의 조던 형태(Jordan form) 

 를 고려해 보자. 여기서 는 가역행렬이고, 
는 의 조던 형태이다. 가정 1.(a)에 의해서, 일반성을 잃지

않고 행렬들 과 가 다음과 같은 형태라 할 수 있다.





 


 

 
       

 



 









여기서 상삼각(upper triangular) 행렬 ∈× 의
대각성분은 라플라시안 행렬 의 0이 아닌 고유치들로 구

성되며, ∈×는 라플라시안 행렬의 고유치 0에 대응

되는 좌 고유벡터이다.
라플라시안 행렬의 조던 형태을 이용하여 좌표 변환

  ⊗을 수행하면,




 









 




 

 ⊗
⊗






 





⊗



   




을 얻는다. 여기서   col , ∈, 그리고

∈이다. 위 동역학과 안정한 행렬 
로부터

lim →∞∥∥이란 사실을 알 수 있다. 또한 가정

2에 의해서 lim →∞∥∥이 성립한다. 이는 0으로

수렴하는 입력으로 구동되는 안정한 선형 시스템의 특성에

기인한다. 마지막으로, 부록의 보조 정리 1에 의해

lim →∞∥ ∥을 만족하는 벡터 ∈
이 존재한다는 것을 알 수 있다.

앞에서 구한 과 의 점근적 특성으로 인해, 우리는

상태변수 의 점근적 특성을 아래와 같이 구할 수 있다.

lim
→∞
∥ ⊗

∥
 lim

→∞
∥⊗ ⊗

∥
≤ lim

→∞
∥  ⊗

∥
  lim

→∞∥ 









 





 ∥

여기서  ∥⊗∥이다. 따라서 

와 의 점근적

특성과 식 (9)로 인하여, 아래와 같이 출력 일치가 된다는

것을 보일 수 있다.

lim
→∞
∥ ∥
 lim

→∞
∥   ∥

 lim
→∞
∥  ∥

■

정리 2의 증명을 통해서, 출력 일치 궤적에 실질적으로

관여하는 동역학은 시스템의 제어가능, 관측가능한 부분이

란 사실을 알 수 있다. 즉 식 (8)의 상태변수 
 , 

  들에 해당하는 동역학에 의해 결정된다. 가정 2
에 비추어 보았을 때, 행렬 와 에 의하여 출력 일치

궤적의 파형이 결정된다고도 할 수 있다. 반면, 시스템 출

력에 나타나는 제어 불가능한 부분은 안정하므로 0으로 수

렴하여 출력 일치 궤적에 영향을 미치지 않는다.

III. 예제

다음과 같은 행렬들을 시스템 행렬로 가지는 8개의 선형

이종 시스템들을 고려하자.

  


 


 

 
  



 



      

  










  
  
  

  











       

  











   
   
   
   

  
















       

여기서     ,     ,   이다. 이 시불변 단일

입출력(SISO) 시스템들은 동일한 전달함수   

를 갖는다는 점에 유의하라. 그리고 행렬들  


 


 

 
 

 


 



      가 전달함수 의 최소 차원 구현

이 된다는 점 역시 유념하라. 이 다개체 시스템을 구성하는
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그림 2. 모의실험결과. 편의상개체식별번호는생략하였으며, 
시간에따른각개체의출력궤적만도시화하였다.

Fig. 2. Simulation result. For brevity, the agents' identifiers are 
omitted and only the output trajectories are plotted.

8개의 이종 시스템들이 네트워크를 통해 그림 1과 같이 정

보를 교환한다고 하자.
위와 같은 상황에서의 출력 일치 문제를 풀기 위하여 제

어기 행렬들    를 다음과 같이 설계한다.

 
  

  
  

(11)

여기에서 행렬 는 가 안정한 행렬이 되도록 설

계하고, 행렬    는 
 

min≠
 의 유일한 해이다. 이

제어기가 충분히 작은  에 대하여 가정 2를 만족하는

것이 알려져 있다[16]. 
그림 2는 제어기 행렬들 (11)을 이용하여 수행한 모의

실험 결과이다. 이 모의 실험에서 행렬 의 고유

치가 이 되도록 행렬 


 





로 설계하였으며, 

 로 선택했다. 주어진 네트워크 연결 관계로부터 유

도되는 라플라시안 행렬 과 으로 부터 



 


 

 
 역시 구할 수 있다. 각 개체와 제어기의

모든 초기값은  에 속하는 임의의 값으로 설정되

었다.
그림 2로부터 제안된 제어기에 의해 이종 다개체 시스템

의 출력 일치가 이루어진 것을 확인할 수 있다. 즉, 시간이

지남에 따라 각 개체의 출력은 시스템 행렬에 존재 하는

동일한 모드에 의해 생성되는 radsec의 주파수를 갖는

사인 궤적으로 수렴해간다. 

IV. 결론

본 논문에서는 안정화 가능한 선형 이종 다개체 시스템

의 출력 일치 문제를 다루었다. 개체들 간의 네트워크 통신

은 방향성 그래프로 묘사되는 통신 관계가 고려 대상이다. 
개체들 간에 공통된 모드가 있어야 된다는 이종 다개체 시

스템 출력 일치 문제의 필요 조건에 의거하여, 공통된 모드

를 제어기에 인위적으로 삽입해 넣는 기존 기법들(가령 [9]

과 [22])과는 달리, 본 논문에서는 각 개체들이 동일한 전달

행렬을 가지는 경우의 해법을 제시하였다. 그러므로 이 결

과는 (전달 행렬이 굳이 같지 않더라도) 각 개체들이 특정

공통 모드를 갖는 경우, 그 이종 다개체 시스템이 출력 일

치를 이루도록 하는 제어기를 개발해내기 위한 시발점으로

서 그 기여도가 있다고 할 수 있다.
본 논문의 결과를 기초로 하여, 더 일반적인 이종 다개

체 시스템의 출력 일치 문제에 대한 해법을 연구할 수 있

을 것이다. 가령 단일 입출력 시스템의 경우, 각 개체들의

전달함수의 분모는 모두 같지만, 그 분자는 각기 다를 경우

에 대한 출력 일치 문제를 다루는 것 또한 의미있는 일이

라 할 수 있겠다.

부록

지수적으로 감쇠하는 입력에 대한 선형 시스템의 점근

적 성질을 알아보기 위해 다음과 같은 형태의 시스템을 고

려하자.

 ∈ ∈ (A.1)

여기서 행렬 에 아무런 제약 조건이 부과되지 않았다는

점을 유의하라. 즉, 행렬 의 고유치는 복소 평면 어디에

든 놓일 수 있다.
보조정리 1 [20, 보조정리 B.1]: 시스템 (A.1)에 인가되는

입력이 모든 ≥ 에 대하여 ≤ 
를 만족한다

고 하자. 여기서 과 은 양수이다. 또한 를 그 입력

에 대한 시스템 (A.1)의 해라고 하자. 그러면 양수 와 , 

상수 벡터 ∈가 존재해서 다음을 만족한다.

        ≤ 
  ∀≥   ■

위 보조정리에서 일반적으로 ≠일 수 있다는 점에

주의하라.
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