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일반화된 Borůvka 최소신장트리 알고리즘

Generalized Borůvka's Minimum Spanning Tree Algorithm

최명복*, 이상운**

Myeong-Bok Choi, Sang-Un Lee

요  약  무방향성, 가중치를 가진 그래프에서 최소신장트리(Minimum Spanning Tree, MST)는 사이클이 발생하지 않
으면서 모든 정점들을 간선들로 연결한 그래프로 간선들의 가중치 합이 최소가 되어야 한다. 최소신장트리(MST)를 
구하는 알고리즘으로 Borůvka 알고리즘이 가장 먼저 제안되었지만 일반적으로 사용되지 않고, Prim과 Kruskal 알고리
즘이 일반적으로 널리 알려져 왔다. Borůvka 알고리즘은 각 정점에서 최소 가중치를 갖는 간선(Minimum Weight 

Edge, MWE)을 선택하고 사이클을 제거하는 1st Stage와 MSF(Minimum Spanning Fores)의 MWE를 선택하는 2nd 

Stage를 수행한다. 이 과정은 시각적으로는 쉽게 MWE를 구하지만 프로그램으로 구현하는데 어려움이 있다.  본 논
문은 일반화된 Borůvka 알고리즘을 제안한다. 1

st
 Stage에서 각 정점에서 MWE들을 모두 선택하고, Kruskal 방법을 

도입하여 오름차순으로 정렬된 MWE들에 대해 사이클의 최대 가중치 간선을 제거하면서 MSF를 형성시킨다. 만약, 

MSF가 1개 이상 발생하면 2
nd

 Stage에서 MSF 간선들을 오름차순으로 정렬시켜 MWE를 선택하였다. 제안된 알고리
즘을 7개의 여러 간선들 가중치가 동일하거나 상이한 그래프에 적용하여 알고리즘 적합성을 검증하였다. 검증 결과, 

일반화된 Borůvka 알고리즘은 사이클 검증에 요구되는 간선 수가 Kruskal 알고리즘보다 적어 보다 빠르게 MST를 구
할 수 있었다.

Abstract  Given a connected, weighted, and undirected graph, the Minimum Spanning Tree (MST) should have 
minimum sum of weights, connected all vertices, and without any cycle taking place. Borůvka Algorithm is firstly 
suggested as an algorithm to evaluate the MST, but it is not widely used rather than Prim and Kruskal algorithms. 
Borůvka algorithm selects the Minimum Weight Edge (MWE) from each vertex with distinct weights in 1st stage, and 
selects the MWE from each MSF (Minimum Spanning Forest) in 2nd stage. But the cycle check and the number of 
MSF in 1st stage and 2nd stage are difficult to implication by computer program even if it is easy to verify visually. 
This paper suggests the generalized Borůvka Algorithm, This algorithm selects all of the same MWEs for each vertex, 
then checks the cycle and constructs MSF for ascending sorted MWEs. Kruskal method bring into this process. if the 
number of MSF greats then 1, this algorithm selects MWE from ascending sorted inter-MSF edges. The generalized 
Borůvka algorithm is verified its application by being applied to the 7 graphs with the many minimum weights or 
distinct weight edges for any vertex.  As a result, the generalized Borůvka algorithm is less required for cycle 
verification then the Kruskal algorithm. Therefore, the generalized Borůvka algorithm is more fast to obtain MST then 
Kruskal algorithm.
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Ⅰ. 서 론 

그래프  는 정점들 (Vertices, )간에 간선

들(Edges, )로 연결되어 (Connected)있다. 그래프는 방

향성 (Directed)과 무방향성 (Undirected)으로 구분된다. 

또한 간선이 가중치를 가지고 있는 경우 (Weighted)와 

없는 경우 (Unweighted)로 구분된다. 그래프가 연결되어 

있고 무방향성이며, 가중치를 갖고 있는 경우 신장트리 

(Spanning Tree, ST)를 구할 수 있다. ST는 사이클이 발

생하지 않으면서 모든 정점들을 간선으로 연결한 트리로 

    이다. 하나의 그래프에는 다수의 ST가 

존재할 수 있으며, 최소신장트리(Minimum Spanning 

]Tree, MST)는 ST에 관여된 간선들의 가중치 합 

  이 최소가 되는 경우로 전기, 전화, 가스 또는 

수도 분야에 활용될 수 있다.[1] 본 논문은 MST 알고리즘

에 초점을 맞춘다.

대표적인 MST 알고리즘으로는 Borůvka[2,3], Prim[4],  

Kruskal[5]과 역-삭제(Reverse-Delete) 알고리즘[6]이 있다. 

Borůvka 알고리즘[2,3]은 모든 간선들의 가중치가 서로 상

이한 (Distinct) 그래프에서 MST를 찾는 알고리즘으로 

1926년에 처음 제안되었으며, 현재는 1950년대에 제안된 

Prim과 Kruskal 알고리즘이 널리 사용되고 있다.[1] 

MST를 구할 경우, 주어진 그래프에서 임의의 한 정

점에 부속된 간선들의 가중치 (길이, 또는 비용)가 모두 

다른 값을 갖는 경우, 모두 동일한 값을 갖는 경우와 일

부분만이 동일한 값을 갖는 경우로 분류될 수 있다.

하나의 정점에 부속된 모든 간선들이 동일한 가중치

를 갖는 경우 하나의 정점에서 임의로 하나의 간선을 선

택하면 MST를 얻을 수 있기 때문에 굳이 MST 알고리

즘을 적용할 필요가 없다. 또한, 모든 간선들의 가중치가 

서로 상이하다면 그래프의 MST는 유일하게 얻을 수 있

다.[7] 그러나 여러 간선들이 동일한 가중치를 갖는 경우

에 어떤 간선을 선택할 것인가에 대한 문제가 제기될 수 

있다. 즉, 임의로 하나만 선택할 것인가? 아니면 모두 선

택할 것인가?. 만약, 모든 간선들을 선택할 경우 사이클

이 발생하며, 사이클을 제거하기 위해 해당 사이클에서 

최대 가중치 간선을 제거해야만 한다.

Erickson[7]은 “만약 모든 간선들의 가중치가 상이한 

그래프에 적용 가능한 MST 알고리즘이 문제를 해결하

는 일관된 방법을 갖고 있다면, 여러 간선들이 동일한 가

중치를 갖는 그래프에도 적용될 수 있다.”고 하였다. 

Borůvka
[2,3] 알고리즘은 하나의 정점에서 동일한 최소 

가중치 간선을 모두 선택할 경우 사이클을 제거하는 방

법은 제안하고 있지 않다. 본 논문은 하나의 정점에 부속

된 최소 가중치 간선들이 다수 존재하는 경우에도 

Borůvka 알고리즘을 적용할 수 있도록 일반화한 “일반

화된 Borůvka 알고리즘” (Generalized Borůvka 

Algorithm)을 제안한다.

2장에서는 대표적인 Borůvka, Prim, Kruskal과 역-삭

제 알고리즘을 고찰한다. 또한, 하나의 정점에 부속된 최

소 가중치 간선들이 1개만 존재하는 (Distinct) 경우와 다

수가 존재하는 사례에 Borůvka 알고리즘을 적용하고 문

제점을 고찰해 본다. 3장에서는 하나의 정점에 부속된 최

소 가중치 간선이 다수 존재하는 경우에도 적용할 수 있

는 “일반화된 Borůvka 알고리즘”을 제안한다. 4장에서는 

다양한 간선들 가중치를 갖는 그래프에 실제 적용하여 

제안된 알고리즘의 적용성을 검증해본다.

Ⅱ. 관련연구와 연구 배경

1. MST 알고리즘 고찰

Borůvka 알고리즘에 대해서는 다음과 같이 다양한 방

법으로 설명되고 있다.[3]

(1) Nešetřil et al.[3]: 그래프의 모든 간선들의 가중치

가 상이하다고 가정하고, 각 정점 에 부속된 간선들 중 

(Minimum- weight Edge, MWE)를 선택한다. MWE로 

연결된 정점들로 구성된 트리를 하나의 정점으로 취급한

다. 이 과정에서 MWE 이외의 루프 (간선  와 

가 동일한 트리에 존재)와 병렬 (동일한 트리 쌍 

  간에 연결된 간선들)을 삭제한다. 축소된 그래프

의 트리들이 다수 존재시 이들을 하나의 트리로 만드는 

신장트리 (Blue Spanning Tree) 를 찾기 위해 알고리

즘을 반복적으로 수행한다.

(2) Pe'er[8]: 각 정점 에 대해 MWE를 선택한다. 선

택된 간선들로 연결된 구성품 (Component)을 하나의 정

점 (Meta Vertex)으로 축소 교체한다. Meta Vertex 간에 

MWE를 제외한 모든 루프를 삭제한다.

(3) Wikipedia
[9]:가 이전에 에서 선택되었든지 

상관없이 정점 에 연결된 MWE가 이면 중복에 상

관없이 선택한다. 이들 그룹을 모든 정점을 신장시키는 

하나의 트리가 될 때까지 결합시킨다.
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여기서 루프와 병렬을 “사이클” 용어로 통일시킨다. 

또한  구성된 트리를 단일 정점, Meta Vertex, 구성품, 

Forest, 또는 MSF (Minimum Spanning Forest,  )로 다

양하게 부르고 있다.
[3,8,9-13] 본 논문에서는 이를 “MSF”라 

한다. MSF들이 MWE들로 하나의 트리로 연결되면 

MST가 된다.

Borůvka 알고리즘을 종합하면, 각 정점에서 MWE를 

선택 하고 사이클이 발생하는 간선들을 삭제한다. 다음

으로 MSF 간 MWE를 선택하면 MST를 얻는다. 이 알

고리즘은 그림 1에 제시하였다. 여기서 가중치가 동일한 

MWE가 다수 존재시 모두 선택하는지 여부는 거론하고 

있지 않다. 따라서 이 경우를 고려한 알고리즘으로 일반

화시킬 필요가 있다.

[1
st
 Stage]

for 1 to   do

각 정점에서 최소 가중치 간선 (MWE) 1개 선택.

end

만약, 사이클이 존재시 사이클 제거.

  : MSF 개수.

if     then 알고리즘 종료

else if  ≥  then 2nd Stage 수행

endif

[2
nd
 Stage]

MSF 각각을 하나의 정점으로 치환, 정점간 MWE 선택.

그림 1. Borůvka 알고리즘
Fig 1. Borůvka Algorithm

Prim 알고리즘은 임의의 정점 를 선택하고, 이 정점

에 부속된 간선들 중에서 MWE인 을 선택한다. 다

음으로 새로 선택된 정점 에 부속된 간선들의 가중치와 

기존에 에 부속된 간선들 중 MWE로 선택되지 않은 간

선들 중에서 MWE를 선택하는 방법이다. 단, 이 과정에

서 사이클이 발생하는 간선은 무시한다.

Kruskal 알고리즘은 그래프의 모든 간선들을 오름차

순으로 정렬시키고, 첫 번째 MWE부터 시작하여 마지막

까지 사이클이 발생하지 않는 간선들 ()을 선택하는 

방법이다. Kruskal 알고리즘은 그림 2와 같다. 역-삭제 

알고리즘은 Kruskal 알고리즘을 반대로 수행하는 방법

으로 간선들을 내림차순으로 정렬하고 최대 가중치 간선

을 삭제하여도 정점들이 연결이 되어 있다면 최대 가중

치 간선을 삭제하는 방법이다. 이 방법은   인 

경우 Kruskal 알고리즘보다 빠를 수 있다. 그러나 정점들

이 분리되는지 여부를 검증하는 자동화된 방법을 구현해

야 한다.

: MSF

for   1 to    

   모든 간선들을 오름차순으로 정렬.

MWE  선택.

if ∈ ∩∈  then Skip /* 사이클

else if ∈ ∩∈  then   
else if ∈ ∩∉  then ← 
else if ∉ ∩∉  then ←  생성.

 endif
end

그림 2. Kruskal 알고리즘
Fig 2. Kruskal Algorithm

그림 3은 Peiper[14]로부터 인용된 3개의 그래프를 예로 

제시하고 있다.   그래프는 각 정점에 부속된 간선들의 

가중치가 모두 상이한 경우이며,   그래프는 ⓓ와 ⓙ 정

점의 MWE가 2개씩 존재한다.   그래프는 16개 정점 중 

10개 정점에서 MWE가 동일한 값들이 존재한다. 특히, ⓚ

는 MWE=2가 3개, ⓙ는 MWE=1이 4개가 존재한다.

  그래프에 대해 Borůvka와 Kruskal 알고리즘으로 

MST를 구한 결과는 그림 4와 같다. Borůvka 알고리즘은 

1st Stage에서는 다행히도 사이클이 발생하지 않았지만 2

개의 가 발생하였다. 따라서 2nd Stage에서   간에 

MWE인    이 선택되었다. 

  ,   

(  그래프)

  ,   

(  그래프)

  ,   
(  그래프)

그림 3. 그래프
Fig 3. Graph
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Kruskal 알고리즘은   개를 오름차순으로 정렬

하고 사이클이 발생하는  을 제외하면 6번째인 

 에서     를 얻었으며, 나머지 6

개의 간선들은 모두 사이클이 발생하는 최대 가중치 간선

들로 제외되었다.

결국, 어떠한 MST 알고리즘을 적용하여도   

와    을 얻을 수 있다. 그러나 얼마나 빨리, 쉽

게 구할 수 있느냐의 알고리즘 효율성 문제가 제기된다. 

즉, Kruskal 알고리즘은 12개 간선들 중에서 

     를 얻는 6번째에서 알고리즘을 종

료시키면 6회로 단축시킬 수 있다. Borůvka 알고리즘은 

1st Stage에서 6개 정점에서 4개의 간선을 찾고 2nd Stage

에서 1개의 간선을 찾을 수 있다. 즉, Borůvka 알고리즘

이 Kruskal 알고리즘에 비해 보다 빠르고 쉽게 MST를 

얻을 수도 있다. 그러나 사이클 발생여부와 사이클의 최

대 가중치 간선 삭제 방법과 더불어 2개의 가 발생하였

음을 자동적으로 검출해야 한다.

(a) Borůvka 알고리즘

All 

Edges

오름차순 

정렬

사이클 

Check
MSF MST

{a,b}=21

{a,c}=7

{a,e}=6

{a,f}=5

{b,c}=16

{b,d}=8

{b,f}=4

{c,d}=3

{c,e}=12

{d,e}=9

{d,f}=14

{e,f}=2

{e,f}=2

{c,d}=3

{b,f}=4

{a,f}=5

{a,e}=6

{a,c}=7

{b,d}=8

{d,e}=9

{c,e}=12

{d,f}=14

{b,c}=16

{a,b}=21

-

x

x

x

O

x

O

O

O

O

O

O

-

{e-f}

{e-f}, {c-d}

{b-e-f}, {c-d}

{a-b-e-f}, {c-d}

{a-b-e-f}, {c-d}

{a-b-c-d-e-f}

{a-b-c-d-e-f}

{a-b-c-d-e-f}

{a-b-c-d-e-f}

{a-b-c-d-e-f}

{a-b-c-d-e-f}

{e,f}=2

{c,d}=3

{b,f}=4

{a,f}=5

-

{a,c}=7

-

-

-

-

-

-

     

(b) Kruskal 알고리즘
그림 4.  그래프의 MST
Fig 4. MST of Graph  

Borůvka 알고리즘을   그래프에 적용시 “동일한 가

중치를 갖는 모든 MWE를 선택하는 방법”을 적용하였

다. 알고리즘 수행 결과는 그림 5과 같다. 1st Stage를 수

행한 결과 1개의 사이클이 발생하였으며, 사이클에서 최

대 가중치 간선을 자동적으로 삭제해야 한다. 또한, 3개

의 가 발생하였기 때문에 2nd Stage에서 이들을 연결하

는 MWE를 자동적으로 선택해야 한다. 따라서 사이클이 

발생하였는지 여부와 사이클을 어떻게 자동적으로 제거

할 수 있는가와 다수의 를 하나의 MST로 자동적으로 

연결시키는 문제가 발생한다.

(a) 1st Stage

(b) 2nd Stage

그림 5.  그래프의 Borůvka 알고리즘 적용 MST
Fig 5. MST of Graph  applied to Borůvka 
        Algorithm

Borůvka 알고리즘을   그래프에 적용한 결과는 그림 

6에 제시되어 있다. 이 문제에 대해서도 동일한 가중치를 

갖는 MWE를 모두 선택하는 방법을 적용하였다. 1st Stage

를 수행한 결과 4개의 사이클이 발생하였으며, 사이클에서 

최대 가중치 간선을 자동적으로 삭제해야 한다. 그러나 다

행스럽게도 1st Stage에서 모든 정점들이 연결되어 MST

를 빠르게 얻어 2nd Stage는 수행되지 않는다.

그림 6.  그래프의 Borůvka 알고리즘 적용 MST
Fig 6. MST of Graph   applied to Borůvka 
       Algorithm
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2. 연구 배경

모든 간선들이 상이한 가중치를 갖는 경우 Borůvka 

알고리즘을 적용하기는 어렵지 않다. 그러나 하나의 정

점에 부속된 MWE가 다수 존재시 모두 선택하는 경우, 

1
st Stage를 수행하면 사이클이 다수 존재할 수 있다. 이

를 해결하는 방법은 가시적인 수작업 방법으로는 쉽게 

해결할 수 있지만 컴퓨터를 활용한 알고리즘으로 자동으

로 수행할 수 있는 방법은 제안되지 않고 있다. 이는 

1926년에 컴퓨터가 존재하지 않던 시대에 제안된 알고리

즘이기 때문이다. 이러한 이유로 인해 Borůvka 알고리즘

이 Prim이나 Kruskal 알고리즘에 비해 보다 간단하면서

도 빠르게 MST를 구할 수 있음에도 불구하고 일반적으

로 적용되지 않고 있다고 생각된다.

따라서 3장에서는 MWE가 다수 존재하는 경우에도 

Borůvka 알고리즘을 자동적으로 적용할 수 있는 “일반

화된 Borůvka 알고리즘”을 제안한다.

Ⅲ. 일반화된 Borůvka 알고리즘 

본 장에서는 하나의 정점에 부속된 MWE가 다수 존

재하는 경우에 모두 선택하는 방법으로 Borůvka 알고리

즘을 적용하는  “일반화된 Borůvka 알고리즘”을 다음과 

같이 제안한다.

(1) 각 정점에서 MWE를 선택하여 에 저장한다. 

만약 동일한 가중치 간선들이 다수 존재시 모두 선

택한다. 간선 에서 를 삭제한다.

(2) 를 대상으로 오름차순으로 정렬시켜 Kruskal 

알고리즘을 적용하여 사이클의 최대 가중치 간선을 

삭제하고   를 구한다.

(3) 만약,  ≥  이면 각 내의 정점들 간에 가 

아닌 간선들을 에서 삭제한다. 를 오름차순으

로 정렬하여 MWE를 선택하면서    이 되면 

종료한다.

일반화된 Borůvka 알고리즘은 그림 7에 제시되어 있

다. 제안된 알고리즘은 모든 간선들 를 대상으로 하는 

Kruskal 알고리즘에 비해 1st Stage에서 얻은 만으로 

MST를 얻는 경우에는 Kruskal 알고리즘 보다 빠르게 

MST를 얻을 수 있다. 2
nd Stage를 수행하는 경우에는 축

소된   (MSF들 간의 간선)만을 대상으로 하기 때문에 

Kruskal 알고리즘을   까지 수행하는 횟수까

지 수행할 수도 있다.

[1st Stage]

  ← . /* Inter-MSF 간선.
for 1 to   do

각 정점에서 최소 가중치 간선 (MWE) 선택, 에 저장, 에서 삭제.

end

에서 와  존재시  삭제.

 /* 에 대해 Kruskal 알고리즘 수행.

를 오름차순으로 정렬.

for  1 to    do

에서 MWE  선택.

if ∈ ∩∈   then skip /* 사이클
else if ∈ ∩∈   then   
else if ∈ ∩∉   then ← 
else if ∉ ∩∉   then ←  생성.

 endif

  ╲.

end

  : MSF 개수.

if     then 알고리즘 종료

else if  ≥  then 2nd Stage 수행.

endif

[2
nd
 Stage] /* 에 대해 Kruskal 알고리즘 수행.

  내부의   이외 간선을 에서 삭제.

를 오름차순으로 정렬.

while    

에서 MWE  선택.

if ∈ ∩∈  then    ,    ,
 ← ,   내부의   이외 간선을 에서 삭제.

 endif

end

그림 7. 일반화된 Borůvka 알고리즘
Fig 7. Generalized Borůvka Algorithm

일반화된 Borůvka 알고리즘을   그래프에 적용한 

결과는 표 1에,   그래프에 적용한 과정은 표 2에 제시

되어 있다.
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표 1.  그래프의 일반화된 Borůvka 알고리즘 적용
Table 1. Generalized Borůvka Algorithm 
          Applying to Graph 
(a) 1st Stage

 MWE 중복 제거 MSF 사이클 

a {a,e}=2

{a,e}=2

{b,c}=2

{c,g}=1

{d,c}=2

{d,g}=2

{e,i}=1

{f,j}=2

{h,l}=5

{j,k}=2

{k,l}=1

{c,g}=1

{e,i}=1

{k,l}=1

{a,e}=2

{b,c}=2

{d,c}=2

{d,g}=

2

{f,j}=2

{j,k}=2

{h,l}=5

-

{c-g}

{c-g}, {e-i}

{c-g}, {e-i}, {k-l}

{c-g}, {a-e-i}, {k-l}

{b-c-g}, {a-e-i}, {k-l}

{b-c-d-g}, {a-e-i}, {k-l}

{b-c-d-g}, {a-e-i}, {k-l}

{b-c-d-g}, {a-e-i}, {k-l}, {f-j}

{b-c-d-g}, {a-e-i}, {f-j-k-l}

{b-c-d-g}, {a-e-i}, {f-h-j-k-l}

x

x

x

x

x

x

O

x

x

x

{c,g}=1

{e,i}=1

{k,l}=1

{a,e}=2

{b,c}=2

{d,c}=2

-

{f,j}=2

{j,k}=2

{h,l}=5

b {b,c}=2

c {c,g}=1

d
{d,c}=2

{d,g}=2

e {e,i}=1

f {f,j}=2

g {g,c}=1

h {h,l}=5

i {i,e}=1

j
{j,f}=2

{j,k}=2

k {k,l}=1

l {l,k}=1

        

(b) 2nd Stage

 MSF 

{a,b}=10

{a,f}=8

{e,f}=6

{e,j}=3

{i,j}=3

{b,f}=3

{c,f}=5

{f,g}=3

{g,j}=6

{g,k}=9

{g,l}=4

{g,h}=10

{d,h}=9

{e,j}=3

{i,j}=3

{b,f}=3

{f,g}=3

{g,l}=4

{c,f}=5

{e,f}=6

{g,j}=6

{a,f}=8

{g,k}=9

{d,h}=9

{a,b}=10

{g,h}=10

{b-c-d-g}, {a-e-i}, {f-h-j-k-l}

-

{b-c-d-g}, {a-e-f-h-i-j-k-l}

{a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l}

{e,j}=3

-

{b,f}=3

(종료)

-   
  , 

  

Ⅳ. 알고리즘 적용성 평가

본 장에서는 간선들 중 일부분이 동일한 가중치를 갖

는 그림 8의 4개 그래프에 대해 일반화된 Borůvka 알고

리즘을 적용하여 적합성을 검증해본다.   와   그래프

는 Chen[7]에서, 와   그래프는 Peiper[14]에서 인용되

었다. 일반화된 Borůvka 알고리즘을 적용한 결과는 표 3 

∼ 표 6에 제시되어 있다.

표 2.  그래프의 일반화된 Borůvka 알고리즘 적용
Table 2. Generalized Borůvka Algorithm 
          Applying to Graph 
(a) 1st Stage

 MWE 중복 제거 MSF 사이클 

a
b

c
d

e

f

g

h

i

j

k

l
m
n

o
p

{a,b}=1
{b,a}=1
{b,e}=1
{c,h}=1
{d,c}=3
{d,h}=3
{e,b}=1
{e,j}=1
{f,g}=1
{f,j}=1
{g,f}=1
{g,h}=1
{g,j}=1
{h,c}=1
{h,g}=1
{i,e}=2
{i,j}=2
{j,e}=1
{j,f}=1
{j,g}=1
{j,n}=1
{k,j}=2
{k,l}=2
{k,o}=2
{l,p}=1
{m,n}=2
{n,j}=1
{n,o}=1
{o,n}=1
{p,l}=1

{a,b}=1
{b,e}=1
{c,h}=1
{d,c}=3
{d,h}=3
{e,j}=1
{f,g}=1
{f,j}=1
{g,h}=1
{g,j}=1
{i,e}=2
{i,j}=2
{j,n}=1
{k,j}=2
{k,l}=2
{k,o}=2
{l,p}=1
{m,n}=

2
{n,o}=1

{a,b}=1
{b,e}=1
{c,h}=1
{e,j}=1
{f,g}=1
{f,j}=1
{g,h}=1
{g,j}=1
{j,n}=1
{l,p}=1
{n,o}=1
{i,e}=2
{i,j}=2
{k,j}=2
{k,l}=2
{k,o}=2
{m,n}=2
{d,c}=3
{d,h}=3

-
{a-b}
{a-b-e}

{a-b-e}, {c-h}
{a-b-e-j}, {c-h}

{a-b-e-j}, {c-h}, {f-g}
{a-b-e-f-g-j}, {c-h}
{a-b-c-e-f-g-h-j}
{a-b-c-e-f-g-h-j}
{a-b-c-e-f-g-h-j-n}

{a-b-c-e-f-g-h-j-n}, {l-p}
{a-b-c-e-f-g-h-j-n-o}, {l-p}

{a-b-c-e-f-g-h-i-j-n-o}, {l-p}
{a-b-c-e-f-g-h-i-j-n-o}, {l-p}
{a-b-c-e-f-g-h-i-j-k-n-o}, 

{l-p}
{a-b-c-e-f-g-h-i-j-k-l-n-o-p}
{a-b-c-e-f-g-h-i-j-k-l-n-o-p}
{a-b-c-e-f-g-h-i-j-k-l-m-n-o

-p}
{a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l-m-n-

o-p}
{a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l-m-n

-o-p}

x
x
x
x
x
x
x
O
x
x
x
x
O
x
x
O
x
x
O

{a,b}=1
{b,e}=1
{c,h}=1
{e,j}=1
{f,g}=1
{f,j}=1
{g,h}=1

-
{j,n}=1
{l,p}=1
{n,o}=1
{i,e}=2

-
{k,j}=2
{k,l}=2

-
{m,n}=2
{d,c}=3

           

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 1

1 1 2 1 3

1 1 3 1 2

2 2

1 3

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 1

1 1 2 1 3

1 1 3 1 2

2 2

1 3

   ,   
(a)   그래프

a b

c
d

e

f g h

i j

33

10 56 13 21

23 51

24 65 20 17 33

40 99

72 45 42 38

83

a b

c
d

e

f g h

i j

33

10 56 13 21

23 51

24 65 20 17 33

40 99

72 45 42 38

83

  ,   
(b)   그래프

b

c

d

e

fa
5

30

10

15

10

20

520

15

b

c

d

e

fa
5

30

10

15

10

20

520

15

  ,   

(c)   그래프

a

b e

c f

d g

1 2

22

4

1

3

1

2

h

2

3

1

3

1

2

a

b e

c f

d g

1 2

22

4

1

3

1

2

h

2

3

1

3

1

2

  ,   
(d)   그래프

그림 8. 알고리즘 평가에 사용된 그래프
Fig 8. Graphs for Evaluation of Algorithm
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표 3.  그래프의 일반화된 Borůvka 알고리즘 적용
Table 3. Generalized Borůvka Algorithm 
          Applying to Graph 
(a) 1st Stage

 MWE 중복 제거 MSF 사이클 
1

2

3

4

5

6
7

8

9

{1,2}=1
{1,4}=1
{2,1}=1
{2,3}=1
{2,4}=1
{3,2}=1
{3,5}=1
{4,1}=1
{4,2}=1
{4,7}=1
{5,3}=1
{5,7}=1
{6,8}=1
{7,4}=1
{7,5}=1
{7,8}=1
{8,6}=1
{8,7}=1
{9,6}=2

{1,2}=1

{1,4}=1

{2,3}=1

{2,4}=1

{3,5}=1

{4,7}=1

{5,7}=1

{6,8}=1

{7,8}=1

{9,6}=2

{1,2}=1

{1,4}=1

{2,3}=1

{2,4}=1

{3,5}=1

{4,7}=1

{5,7}=1

{6,8}=1

{7,8}=1

{9,6}=2

-

{1-2}

{1-2-4}

{1-2-3-4}

{1-2-3-4}

{1-2-3-4-5}

{1-2-3-4-5-7}

{1-2-3-4-5-7}

{1-2-3-4-5-7}, {6-8}

{1-2-3-4-5-6-7-8}

{1-2-3-4-5-6-7-8-9}

x

x

x

O

x

x

O

x

x

x

{1,2}=1

{1,4}=1

{2,3}=1

-

{3,5}=1

{4,7}=1

-

{6,8}=1

{7,8}=1

{9,6}=2

          

표 4.  그래프의 일반화된 Borůvka 알고리즘 적용
Table 4. Generalized Borůvka Algorithm 
          Applying to Graph 
(a) 1st Stage

 MWE 중복 제거 MSF 사이
클 


a

b

c

d

e

f

g

h

i

j

{a,c}=10

{b,d}=13

{c,a}=10

{d,b}=13

{e,g}=17

{f,c}=24

{g,e}=17

{h,e}=33

{i,g}=45

{j,h}=38

{a,c}=10

{b,d}=13

{e,g}=17

{f,c}=24

{h,e}=33

{i,g}=45

{j,h}=38

{a,c}=10

{b,d}=13

{e,g}=17

{f,c}=24

{h,e}=33

{j,h}=38

{i,g}=45

-

{a-c}

{a-c}, {b-d}

{a-c}, {b-d}, {e-g}

[a-c-f}, {b-d}, {e-g}

{a-c-f}, {b-d}, {e-g-h}

{a-c-f}, {b-d}, {e-g-h-j}

{a-c-f}, {b-d}, 

{e-g-h-i-j}

x

x

x

x

x

x

x

{a,c}=10

{b,d}=1

3

{e,g}=17

{f,c}=24

{h,e}=33

{j,h}=38

{i,g}=45

          

(b) 2nd Stage

 MSF 
{a,b}=33

{a,d}=56

{c,d}=23

{c,g}=65

{f,g}=40

{f,i}=72

{b,e}=21

{d,e}=51

{d,g}=20

{d,g}=20

{b,e}=21

{c,d}=23

{a,b}=33

{f,g}=40

{d,e}=51

{a,d}=56

{c,g}=65

{f,i}=72

{a-c-f}, {b-d}, {e-g-h-i-j}

-

{a-c-f}, {b-d-e-g-h-i-j}

{a-b-c-d-e-f-g-h-i-j}

{d,g}=20

-

{c,d}=23

-      ,   

표 5.  그래프의 일반화된 Borůvka 알고리즘 적용

Table 5. Generalized Borůvka Algorithm 
          Applying to Graph 
(a) 1st Stage

 MWE 중복 제거 MSF 사이
클 



a

b

c

d

e

f

{a,b}=5

{b,a}=5

{c,d}=10

{d,e}=5

{e,d}=5

{f,e}=15

{a,b}=5

{c,d}=10

{d,e}=5

{f,e}=15

{a,b}=5

{d,e}=5

{c,d}=10

{f,e}=15

-

{a-b}

{a-b}, {d-e}

{a-b}, {c-d-e}

{a-b}, {c-d-e-f}

x

x

x

x

{a,b}=5

{d,e}=5

{c,d}=10

{f,e}=15

          

(b) 2nd Stage

 MSF 
{a,c}=30

{b,c}=20

{b,d}=10

{b,d}=10

{b,c}=20

{a,c}=30

{a-b}, {c-d-e-f}

{a-b-c-d-e-f}

{b,d}=10

-      ,   
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  그래프는 1st Stage만을 수행하여 MST를 얻었다. 

반면에  , 과   그래프는 2nd Stage를 수행하여 

MST를 얻었다.

표 6.  그래프의 일반화된 Borůvka 알고리즘 적용

Table 6. Generalized Borůvka Algorithm 
          Applying to Graph 
(a) 1st Stage

 MWE 중복 제거 MSF 사이
클 


a

b

c

d

e

f

g

h

{a,d}=1

{b,c}=1

{c,b}=1

{c,e}=1

{d,a}=1

{d,g}=1

{e,c}=1

{f,h}=1

{g,d}=1

{h,f}=1

{a,d}=1

{b,c}=1

{c,e}=1

{d,g}=1

{f,h}=1

{a,d}=1

{b,c}=1

{c,e}=1

{d,g}=1

{f,h}=1

-

[a-d}

{a-d}, {b-c}

{a-d}, {b-c-e}

{a-d-g}, {b-c-e}

{a-d-g}, {b-c-e}, {f-h}

x

x

x

x

x

{a,d}=1

{b,c}=1

{c,e}=1

{d,g}=1

{f,h}=1

          

(b) 2nd Stage

 MSF 
{a,b}=2

{a,c}=3

{c,d}=2

{c,f}=3

{d,f}=2

{e,f}=2

{e,h}=3

{f,g}=2

{g,h}=2

{a,b}=2

{c,d}=2

{d,f}=2

{e,f}=2

{f,g}=2

{g,h}=2

{a,c}=3

{c,f}=3

{e,h}=3

{a-d-g}, {b-c-e}, {f-h}

{a-b-c-d-e-g}, {f-h}

{a-b-c-d-e-f-g-h}

{a,b}=2

-

{d,f}=2

-      ,   

본 논문에 적용된 7개 그래프에 대한 알고리즘 수행 

횟수를 Kruskal 알고리즘과 비교한 결과는 표 7에 제시

하였다. 참고로 Kruskal 알고리즘은  회 수행하는 경

우와    에서 종료하는 기준을 적용하였

다. 표에서  의 경우 동일한 가중치 간선이 다수 

존재하여 오름차순으로 정렬할 경우 동일한 값은 순서와 

상관없기 때문에 알고리즘 수행 횟수는 범위로 결정된다.

표 7. MST 알고리즘 수행횟수 비교
Table 7. MST Algorithm Performance Comparison 

그래프  
MST

가중

치 합

일반화된 Borůvka 
알고리즘

Kruskal 알고리즘

1
st

Stage
2
nd

Stage 계
 회 

수행

 
회

수행

 6 12  21  4 1  5 12 6

 12 23 24 10 2 12 23 [15,16]

 16 33 21 19 - 19 33 [22,28]

  9 16  9 10 - 10 16 [10,13]

 10 19 224 7 2  9 19 13

  6  9  45 4 1  5  9 [5,6]

  8 15   9 5 2  7 15 [7,11]

비록 Kruskal 알고리즘을    에서 종료

하는 기준을 적용하더라도 7개 데이터 모두에서 일반화

된 Borůvka 알고리즘의 수행횟수가 보다 적음을 알 수 

있다. 결국, 제안된 일반화된 Borůvka 알고리즘을 일반

화된 MST 알고리즘으로 적용할 수 있을 것이다.

Ⅴ. 결 론 

본 논문은 MST를 찾는 알고리즘으로 처음으로 제안

된 Borůvka 알고리즘을 고찰하고 일반적으로 적용할 수 

있는 일반화된 Borůvka 알고리즘을 제안하였다. 이 알고

리즘은 기존의 알고리즘[15-16] 등에 확장하여 적용할 수 

있을 것이다. 

Borůvka 알고리즘은 모든 간선들이 상이한 가중치를 

갖는 그래프를 가정하고 제안된 알고리즘이다. 그러나 

임의의 하나의 정점에 부속된 간선들 중에서도 최소 가

중치 간선이 다수 존재하는 경우도 발생한다. 하나의 정

점에 부속된 동일한 값을 가진 최소 가중치 간선을 모두 

선택하였을 경우, 사이클이 발생할 수 있다. 또한, 하나의 

연결된 신장트리를 얻지 못하고 다수의 MSF를 얻는다. 

따라서 사이클을 제거하는 작업과 이들 MSF를 자동적

으로 하나의 신장트리로 해결할 수 있는 방법은 제시되

지 않고 있다. 본 논문은 이러한 문제점을 Kruskal 방법

을 도입하여 해결하였다. 해결 방법은 1st Stage에서 얻은 

MWE인 에 대해 Kruskal 알고리즘을 적용하고, 만

약, MSF가 2개 이상 발생하면 2nd Stage에서 MSF간에 
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