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초    록: NLMS 알고리즘의 수렴 특성을 개선하기 위해 제안된 인접 투사 알고리즘의 성능을 향상시킨 알고리즘을 

제안하였다. 기존의 인접 투사 또는 의사 인접 투사 알고리즘은 지연된 입력 신호 벡터 및 오차 신호 벡터를 기반으로 

하기 때문에 복잡할 뿐만 아니라, 기존의 스칼라 오차를 기반으로 하는 LMS 형 알고리즘에서 개발된 기법을 적용하는

데 어려움이 있다. 본 논문에서는 의사 인접 투사 알고리즘의 경우, 스칼라 오차 신호를 이용한다는 사실과 수렴 후 입력 

신호가 오차 신호에 직교한다는 직교 원리에 근거하여 적은 연산량으로도 우수한 수렴 성능을 보이는 가변 스텝 사이

즈 알고리즘을 제안하였다. 시스템 확인 모델 하에서 컴퓨터 모의 실험을 통하여 제안된 알고리즘이 기존의 알고리즘

들에 비하여 적은 연산량에도 불구하고 정상 및 비정상 환경에서 수렴 특성이 우수함을 보였다.
핵심용어: 인접 투사 알고리즘, 의사 인접 투사 알고리즘, 가변 스텝 사이즈

투고분야: 음향 신호처리 분야 (1)

ABSTRACT: In this paper, we propose an enhanced algorithm for affine projection algorithms which have been 
proposed to speed up the convergence of the conventional NLMS algorithm. Since affine projection (AP) or 
pseudo AP algorithms are based on the delayed input vector and error vector, they are complicated and not suitable 
for applying methods developed for the LMS-type algorithms which are based on the scalar error signal. We 
devised a variable step size algorithm for pseudo AP using the fact that pseudo AP algorithms are updated using 
the scalar error and that the error signal is getting orthogonal to the input signal. We carried out a performance 
comparison of the proposed algorithm with other pseudo AP algorithms using a system identification model. It is 
shown that the proposed algorithm presents good convergence characteristics under both stationary and 
non-stationary environments despites its low complexity.
Key words: Affine projection algorithm, Pseudo affine projection algorithm, Variable step-size 
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I. 서  론

잘 알려진 NLMS (Normalized Least Mean Square) 알
고리즘은 적은 연산량을 요구하고, 대부분의 응용에

서 안정적으로 동작한다는 장점에도 불구하고, 입력 

신호의 상관도가 클 경우 수렴 속도가 저하되는 결

정적인 단점이 있다 
[1,2]. 이러한 단점을 해결하기 위

해 지연된 다중 입력 벡터에 근거하여 적응 필터의 

계수를 적응시키는 인접 투사 (Affine Projection: AP) 
알고리즘이 제안되었다 

[2,3]. AP 알고리즘은 일반화

된 NLMS 알고리즘으로 볼 수 있는데, 투사 차원을 

증가시킴으로써 수렴 속도의 향상을 얻을 수 있으

며, 투사 차원이 1인 경우, AP 알고리즘은 NLMS 알
고리즘과 같아진다. 그러나 AP 알고리즘은 연산 과

정에서 역행렬 계산을 필요로 하기 때문에 투사 차

원이 높을 경우 연산량이 지나치게 증가될 수 있다. 
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AP 알고리즘의 연산량을 감소시키기 위하여 고속 

RLS (Fast Recursive Least Squares: FRLS)와 같은 방식

으로 고속화한 고속 AP (Fast AP: FAP) 알고리즘이 제

안되었으나 FRLS와 마찬가지로 역행렬 연산 시 발

생하는 오류가 전파되고, 이것이 누적되어 수치적 

불안정성을 겪는다 
[4]. 한편, 수렴 인자가 1인 경우, 

AP 알고리즘은 역행렬 연산에서 역행렬의 첫 번째 

열만을 필요로 하는데, 이는 선형 예측 계수를 계산

하는 것과 동일하다. 최근 
[5]
는 매 적응 iteration에서 

반복적 (iterative) 방법으로 역행렬을 계산하는 Guass- 
Seidel 알고리즘을 이용하여 연산량을 감축시킨 의

사 AP (Pseudo AP:PAP) 알고리즘을 제안하였다. PAP 
알고리즘은 수렴 인자가 1인 경우, 적은 연산량으로

도 AP 알고리즘과 유사한 성능을 보이나 수렴 인자가 

1에서 벗어날 때에는 성능이 저하되게 된다. 이를 개

선하기 위하여 
[6]
은 강인한 PAP (Robust PAP: RPAP) 

알고리즘을 제안하였다.
한편, 높은 투사 차원을 가지는 AP 알고리즘은 정

상 상태에서의 오차가 증가하게 된다. 이를 방지하

기 위해서는 가능한 투사 차원을 낮추면서도 이로 인

하여 발생하는 수렴 속도의 저하를 최소화하는, 달
리 표현하면 동일한 투사 차원에서 수렴 속도를 개

선하기 위한 여러 알고리즘들이 제안되었다. [7]
은 

수렴 시에 적응 필터 계수의 평균 자승 변이 (Mean- 
Square Deviation: MSD)가 매 iteration마다 최대로 감

소되도록 하는 성능 기준에 근거하여 스텝 사이즈를 

변화시키는 가변 스텝 사이즈 수렴 인자를 제안하였

다. [8]
과 

[9]
는 정규화된 gradient descent 알고리즘을 이

용하여 regularization 파라메터 또는 regularization 행
렬을 적응 시키는 알고리즘을 제안하였다. 이러한 

알고리즘들은 실험을 통해 기존 AP 알고리즘에 비

하여 수렴 속도가 향상됨을 보였다.
AP 알고리즘은 지연된 다중 입력 벡터를 이용하

기 때문에 오차의 경우도 벡터의 형태를 가지게 되는

데, 이는 스칼라 형태의 오차를 가지는 기존의 NLMS 
알고리즘과 차이가 있다. 따라서, 기존의 LMS 계열 

알고리즘의 수렴 인자를 위해 제안된 많은 가변 스

텝 사이즈 알고리즘의 직접적인 적용이 용이하기 않

다. 본 연구에서는 PAP 또는 RPAP의 경우, LMS 계열 

알고리즘들처럼 스칼라 형태의 오차를 가진다는 사

실을 이용하여 기존의 LMS 계열 알고리즘들의 수렴 

인자를 위해 제안된 가변 스텝 사이즈 알고리즘을 

기반으로 하여 PAP에 적합한 향상된 가변 스텝 사

이즈 수렴 인자를 제안하였다. 제안된 알고리즘은 

기존의 AP 알고리즘에 비하여 적은 연산량에도 불

구하고, 향상된 수렴 속도를 보였으며 비정상 (non- 
stationary) 입력 신호에 대하여도 좋은 특성을 가짐

을 보였다.
본 논문의 구성은 다음과 같다. 서론에 이어 II장에

서 본 논문의 배경이 되는 기존의 PAP 알고리즘들에 

대하여 살펴보고, III장에서는 가변 스텝 사이즈를 

이용한 향상된 PAP 알고리즘을 제안한다. IV장에서

는 제안된 알고리즘의 성능을 확인하기 위하여 컴퓨

터 모의 실험을 수행하였다. 타 알고리즘과의 비교

를 통해 제안된 알고리즘의 향상된 성능을 검증하였

다. 마지막으로 V장에서 결론을 맺는다.

II. 의사 인접 투사 (PAP) 알고리즘

PAP 알고리즘은 식 (1)과 같이 주어진다 
[5].

                                        (1a)

                                                    (1b)

    
(1c)

여기서 은 원하는 신호, 

는  차원의 입력 신호 행렬, 
는 차원의 입력 신호 벡터, 는  차

원의 적응 필터 계수 벡터, 는 수렴 인자이다. 

는 Gauss-Seidel 방법을 이

용하여 로부터 얻어지는  

차원의 벡터이다. 는  벡터이다. 

는 을 의미한다. PAP 알고리즘은 수렴 인

자가 인 경우를 가정하였기 때문에 가 1에서 

벗어날수록 그 성능이 저하되게 된다. 이를 보완하
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기 위하여 
[6]
은 RPAP알고리즘을 제안하였다. RPAP 

알고리즘은 식 (2)와 같이 주어진다.

                                      (2a)

                                                     (2b)

      
(2c)

여기서 는  

차원의 원하는 신호 벡터이다. 식 (1)과 식 (2)를 비교

해 보면 RPAP 알고리즘은 PAP의 오차신호 이 

으로 대치된 것임을 알 수 있다. 또한, 오차 신호 

벡터를 사용하는 기존의 AP 알고리즘과 달리 PAP와 

RPAP 알고리즘은 식 (1c)와 식 (2c)에서처럼 스칼라 

오차 신호인 과 을 이용하여 적응 계수를 갱

신한다.

III. 가변 스텝 사이즈를 이용한 

PAP 알고리즘

기존의 가변 스텝 사이즈를 이용한 AP 또는 PAP 
알고리즘들은 크게 두 부류로 분류할 수 있다. 첫 번

째로 
1)
를 최소화하

도록 수렴 인자 를 직접적으로 변화시키는 방식 
[6,7]

과 두 번째로는 regularization 파라메터를 도입하

여 이를 가변 시킴으로써 결과적으로는 고정된 수렴 

인자와 가변되는 regularization 파라메터를 통하여 

전체적으로 통합된 수렴 인자를 조절하는 방식이

다 
[8,9]. 이들 방식 모두 컴퓨터 모의 실험을 통하여 수

렴 속도가 개선됨을 보였다. 그러나 이러한 가변 스

텝 사이즈 AP 또는 PAP 알고리즘들은 주어진 최적 

기준 (criterion)을 만족하도록 지연된 다중 입력 벡터 

및 오차 벡터에 근거하여 유도되었기 때문에 기존의 

스칼라 오차에 근거하는 LMS형 가변 스텝 사이즈 

1)  여기서 는 적응 필터의 최적 계수이다.

알고리즘에 비하여 많은 연산량을 요구한다.
본 논문에서는 PAP 알고리즘 또는 RPAP 알고리

즘의 경우 LMS형 알고리즘처럼 스칼라 오차를 이용

하여 적응 필터 계수를 갱신한다는데 착안하여 기존

의 LMS 형 알고리즘에 적용되었던 가변 스텝 사이

즈 알고리즘을 적용하는 새로운 가변 스텝 사이즈 

수렴 인자를 가지는 PAP 또는 RPAP 알고리즘을 제

안한다. 기존의 가변 스텝 사이즈 LMS 형 알고리즘

들 중에 연산량이 적으면서도 우수한 성능을 보이는 

대표적인 알고리즘이 Kwong의 알고리즘 
[10]

이며 이

후 이를 기반으로 한 유사 알고리즘들이 제안되었

다. Kwong의 가변 스텝 사이즈를 위한 수렴 인자 갱

신 알고리즘은 다음과 같이 주어진다.

   (3)

단, 은 로 제한된다. 가 1보
다 작기 때문에 iteration이 증가할수록 이 작아

진다. 또한, 최적 계수에 다가갈수록 자승 오차 

가 작아져서 역시 이 작아진다. 그러나 상태가 

변화하는 비정상적인 상황에서 적응 계수가 최적 계

수에서 벗어날 경우, 적응 오차가 커지게 되고 결국 

식 (3)의 두 번째 항은 를 증가시키는 방향으로 

작용한다. 즉, Kwong의 알고리즘에서는 자승 오차 

를 적응 계수가 최적 계수에 얼마나 다가갔는

가 하는 지표로 사용한다.
식 (3)은 PAP 알고리즘에 곧 바로 적용 가능하다. 

RPAP 알고리즘의 경우에는 식 (3)에서 을 

으로 대치하여 사용할 수 있다. 그러나 Kwong의 알

고리즘은 측정 오차 (measurement noise)가 클 경우, 그 
성능이 저하되는 단점이 있다. 본 논문에서는 이러

한 단점을 완화하기 위하여 직교 원리 (orthogonality 
principle)에 근거한 새로운 적응 알고리즘을 제안한

다. 직교원리에 의하면 적응 계수가 최적 계수와 

같아지게 되면 입력 신호와 오차 신호가 직교 관계

에 있게 된다. 즉, 이 성립한다 
[1]. 

따라서 을 적응 계수가 최적 계수에 

얼마나 다가갔는가 하는 지표로 사용할 수 있다. 
한편, 적응 필터 계수가 최적 계수에 도달했을 때 
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그림1. 시스템 식별 블록도

Fig. 1. Block diagram of system identification.

그림2. 제안된 RPAP 알고리즘의 수렴 특성 (SNR=30 db, 

, , )

Fig. 2. Convergence behavior of the proposed RPAP 

algorithm (SNR=30 db, , , 

).

라고 가정하면  

또는  의 직교 관계식을 얻을 수 있다. 
이런 사실을 이용하여 실제 알고리즘에 적용 시에는 

적응 계수가 최적 계수에 얼마나 다가갔는가 하는 

지표로  또는 를 사용하였다.

한편, 이미 RPAP 알고리즘이 연산량의 큰 증가 없

이도 PAP 알고리즘의 문제점을 어느 정도 해결한 알

고리즘임이 알려져 있으므로 본 논문에서는 가변 스

텝 사이즈 RPAP 알고리즘에 초점을 맞출 것이다. 따
라서 제안된 알고리즘은 다음과 같다.

                       
(4a)

(4b)

한편, 이 식 (4a)와 식 (4b)에 공통으로 사용

되므로 연산을 위해서는 곱셈이 두 번 추

가될 뿐이다.

IV. 실험 및 결과 고찰

제안된 가변 스텝 사이즈 RPAP 알고리즘의 수렴 

속도, 정상 상태 오차 그리고 비정상 신호에 대한 수

렴 특성을 평가하기 위하여 그림 1에 나와 있는 시스

템 식별 (System Identification) 환경에서 컴퓨터 모의 

실험을 실시하였다. 실험 환경은 기존 알고리즘과 

비교하기 위하여 
[9]
에서 제시한 것과 동일하게 설정

하였다. 사용한 미지의 시스템은 FIR 시스템이며 차

수는 16으로 설정하였다. 적응 필터의 차수는 미지

의 시스템과 동일한 차수로 설정하였다. 입력 신호

로는 평균 0의 백색 잡음을 1차 시스템 

 또는 이차 시스템 

을 통과 시킨 후 얻어진 출력을 적응 필터 및 미지의 

시스템의 입력으로 사용하였다. 기본적으로 

을 사용하여 실험을 하였으며 그림 8과 그림 9에서

는 을 사용하였다.

그림 2는 제안된 RPAP 알고리즘의 수렴 성능을 

보여준다. 그림 2로부터 식 (4)에서 제안된 알고리즘

의 수렴 특성이 식 (2)의 고정된 수렴 인자를 가지는 

RPAP 알고리즘 (Fixed step size RPAP: FSS-RPAP)
보다 좋은 성능을 보이나 다소 불안정하게 수렴함

을 볼 수 있다. 이는 식 (2b)에서 를 구할 때 

로 나누게 되는데, 가 작을 경우, 식 (4b)에서 

이 과도하게 커지기 때문에 발생하는 현

상이다. 이는 식 (5)와 같이 과 을 재정의하

고, 식 (6)이 성립한 것을 이용하면 나눗셈이 제거된 

알고리즘을 얻을 수 있다.

                (5)

                                    (6)
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그림3. 제안된 알고리즘의 여러 값에 대한 수렴 특성 

(SNR=30 db, )

Fig. 3. Convergence behaviors of the proposed algorithm 

for various values of  (SNR=30 db, ).

그림4. 제안된 알고리즘의 여러 값에 대한 수렴 특성 

(SNR=5 db, )

Fig. 4. Convergence behaviors of the proposed algorithm 

for various values of (SNR=5 db, ).

그림5. 제안된 알고리즘의 여러 값에 대한 수렴 특성 

(SNR=5 db, )

Fig. 5. Convergence behaviors of the proposed algorithm 

for various values of (SNR=5 db, ).

따라서 수정된 최종 알고리즘은 다음과 같다.

           
          (7a)

(7b)

수정된 최종 알고리즘의 수렴 특성이 역시 그림 2
에 나와 있다. 수정된 알고리즘은 식 (4)의 알고리즘

과 달리 안정되게 수렴함을 알 수 있다. 한편, 식 (4b), 

식 (7b) 그리고 식 (5)로부터 의 관계가 있

다는 것을 알 수 있으므로 이를 고려하여 값을 그

림 2에서 식 (7)의 수렴 특성과 전반적으로 같은 수

렴 속도 및 정상 상태 성능을 가지도록 하는 여러 

값을 적용해 보았으나 그림 2처럼 불안정적으로 수

렴하는 특성은 사라지지 않았다. 
그림 3과 그림 4는 각각 높은 SNR 및 낮은 SNR 환

경에서 여러 값에 대한 수렴 특성을 보여 주고 있

고 있다. 그림을 통해 높은 SNR의 경우 낮은 SNR의 

경우보다 상대적으로 큰 값에서 더 좋은 성능을 

보임을 알 수 있다. 다음은 값 변화에 대한 수렴 특

성을 살펴보았다. SNR이 높은 경우에는 값 변화에 

대해 성능 차이가 거의 없었다. 반면 낮은 SNR에서

는 이 적정한 값보다 클 경우 성능이 저하되었다. 
그림 5는 낮은 SNR에서 여러 값에 대한 수렴 특성

을 보여주고 있다. 그림으로부터 값이 0.01 이상이 

되기 시작하면 성능이 저하되는 것을 볼 수 있다. 그
림 6은 Kwong의 가변 스텝 사이즈 갱신 알고리즘 (식 

(3))을 이용한 RPAP 알고리즘과 제안된 알고리즘의 

성능을 비교한 것이다. 두 알고리즘은 SNR이 높은 

경우 거의 성능 차이를 보이지 않았다. 그러나 측정 

오차로 인하여 SNR이 낮은 환경에서는 Kwong의 알

고리즘이 성능 저하가 발생한다는 점을 앞에서 이미 

언급한 바 있는데, 제안된 알고리즘에서는 이러한 

문제점이 개선되었음을 그림 6을 통하여 알 수 있다.
한편, 기존 알고리즘들과의 성능 비교를 위하여 

제안된 알고리즘을 Lee의 가변 스텝 사이즈 RPAP [6] 
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그림6. 제안된 알고리즘과 Kwong의 알고리즘의 수렴 특

성 비교 (SNR=5 db, , , )

Fig. 6. Comparison of convergence behaviors for the 

proposed algorithm and Kwong’s algorithm. 

(SNR=5 db, , , ).

그림7. 타 알고리즘과의 수렴 특성 비교 (일차 시스템 

을 통과한 입력 사용, SNR=30 db)

Fig. 7. Comparison of convergence behaviors for the 

proposed algorithm and other algorithms using 

the input filtered through  (SNR=30 db).

그림8. 타 알고리즘과의 수렴 특성 비교 (이차 시스템 

을 통과한 입력 사용, SNR=30 db)

Fig. 8. Comparison of convergence behaviors for the 

proposed algorithm and other algorithms using 

the input filtered through  (SNR=30 db).

및 Ban의 적응 regularization 파라메터를 가지는 

RPAP [8]
와 비교하였다. 각각의 알고리즘은 다음과 

같다.
･ Lee의 가변 스텝 사이즈 RPAP (VSS-RPAP) [6]

  
     (8a)

     (8b)

･ Ban의 적응 regularization 파라메터 RPAP (AR- 
RPAP) [8]

     (9a)

    
(9b)

식 (9a)에서 은 으로 제한된다.
그림 7과 그림 8은 제안된 알고리즘과 이들 두 알

고리즘과의 수렴 특성을 비교한 것이다. 한편, 그림 

8은 이차 시스템인 를 통과한 입력을 사용하였

을 때의 수렴 특성이다. 그림 7과 8로부터 알 수 있듯

이 제안된 알고리즘이 기존의 타 알고리즘에 비하여 

수렴 속도 및 정상 상태에서의 성능이 우수함을 알 

수 있다. 

한편, 수렴 도중 측정 오차가 변화되는 비정상 환

경에의 수렴 특성에 대하여도 모의 실험을 하였다. 
그림 9는 4000번째 iteration에서 측정 오차를 SNR= 
30 dB에서 SNR=10 dB로 갑자기 변화시켰을 때의 수

렴 특성을 보여준다. 비정상 환경에서도 제안된 알

고리즘이 가장 좋은 수렴 특성을 보이고 있다. 
RPAP 알고리즘의 연산량은 로 

알려져 있다 
[6]. 가변 스텝 사이즈 RPAP 알고리즘들

은 이 기본 RPAP 알고리즘의 연산량 외에 가변 스텝 

사이즈를 위해 추가의 연산량이 소요된다. 표 1은 가

변 스텝 사이즈 RPAP 알고리즘들의 추가된 연산량
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그림9. 비정상 환경에서의 수렴 특성 비교 (이차 시스템 

을 통과한 입력 사용)

Fig. 9. Comparison of convergence behaviors for the 

proposed algorithm and other algorithms under 

the non-stationary environment using the input 

filtered through .

표 1. 가변 스텝 사이즈 알고리즘들의 연산량 비교

Table 1. Comparison of numerical complexity of variable 

step size algorithms.

 곱셈 나눗셈

VSS-RPAP 4 1

AR-RPAP   + 2 0

제안된 알고리즘 4 0

을 보여준다.
AR-RPAP 알고리즘은 곱셈의 수가 에 비례하기 

때문에 세 알고리즘들 중에 가장 많은 연산량을 요

구한다. VSS-RPAP 알고리즘과 제안된 알고리즘은 

비슷한 연산량이 소요되나, VSS-RPAP은 별도의 나

눗셈이 추가로 요구된다. 또한 식 (8a)에서 는 SNR
에 기반하여 설정되는 상수이기 때문에 비정상 환경

에서는 SNR을 추정하여  값을 갱신할 필요가 있는데 

이럴 경우 VSS-RPAP 알고리즘의 연산량은 더 증가

하게 된다.

V. 결  론

본 논문에서는 PAP 또는 RPAP 알고리즘이 기존

의 AP 알고리즘과 달리 스칼라 형태의 오차 신호를 

사용한다는 사실과 직교 원리에 기반하여 기존의 

LMS 형 알고리즘에서 적용되었던 형태의 가변 스텝 

사이즈 알고리즘 방식을 적용하여 RPAP 알고리즘

에 적합한 새로운 가변 스텝 사이즈 RPAP 알고리즘

을 제안하였다. 제안된 알고리즘은 기존의 알고리즘

에 비하여 적은 연산량을 요구하는 반면, 컴퓨터 모

의 실험을 통하여 기존에 제안된 알고리즘들에 비하

여 우수함 수렴 특성을 가진다는 것을 보였다. 또한, 
제안된 알고리즘에 사용되는 파라메터 값의 변화에 

대한 수렴 특성에 대하여도 살펴보았다. 마지막으로 

비정상 환경에서의 실험을 통하여 비정상 환경에서

도 제안된 알고리즘이 우수한 수렴 특성을 가진다는 

것을 보였다.
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