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Harltley 함수를 이용한 선형시스템의 상태해석에 관한 연구 

Study for State Analysis of Linear Systems by using Hartley Functions 
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Abstract: In this paper Hartley functions are used to approximate the solutions of continuous time linear dynamical system. The 
Hartley function and its integral operational matrix are first presented, an efficient algorithm to solve the Stein equation is proposed. 
The algorithm is based on the compound matrix and the inverse of sum of matrices. Using the structure of the Hartley’s integral 
operational matrix, the full order Stein equation should be solved in terms of the solutions of pure algebraic matrix equations, which 
reduces the computation time remarkably. Finally a numerical example is illustrated to demonstrate the validity of the proposed 
algorithm. 
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I. 서론 

동적 시스템 해석 문제를 포함하여 미분 방정식이나 편미

분 방정식의 해를 구하는데 많은 직교 함수들이 이용되고 있

다. 이들 직교 함수들은 일반적으로 크게 세 개의 그룹으로 

분류할 수 있다. 첫 번째 그룹은 부분 상수(piecewise constant) 

함수로서 Walsh 함수, 블록 펄스(block pulse) 함수 등이 이에 

속한다. 두 번째는 직교 다항식(orthogonal polynomial) 그룹으

로 Laguerre 다항식, Legendre 다항식, Chebyshev 다항식 등이 

이에 포함된다. 그리고 세 번째는 Fourier 함수, Hartley 함수 

등 sine-cosine 함수들로 이루어진 그룹이다[1]. Walsh 함수, 블

록 펄스 함수, Fourier 급수, Legendre 다항식, 웨이블릿 함수 

등과 같이 Hartley 함수도 직교 함수로서 임의의 함수를 이들 

직교 함수로 표현할 수 있다. Laplace 변환을 이용하여 선형 

미분 방정식을 대수적 문제로 변환하여 문제를 매우 단순화 

시킬 수 있는 장점과 같이 이들 직교 함수를 이용하여 다양

한 방법으로 동적 문제를 대수적 문제로 변환하여 해를 구하

는 연구가 진행되고 있다[1-6]. 

퓨리에 함수와 달리 시간과 주파수 영역 양쪽에서 함수의 

국부성(localization)을 잘 나타낼 수 있는 특징을 가진 Haar 

웨이블릿을 이용하여 동적 시스템 문제를 해결하고자 하는 

연구가 상당히 진행되어 왔다[2-5]. 이는 주어진 시간 함수를 

웨이블릿 직교 기저 함수와 이 함수를 적분한 것으로 재구성

함으로써 미분 또는 편미분 방정식을 대수 행렬 방정식 문제

로 변환한 후 해를 구하는 것이다. 일반적으로 이 대수 행렬 

방정식은 Stein 행렬 방정식으로 표현되고 정확한 해에 좀 더 

근사적인 해를 구하기 위해서는 Haar 함수 행렬의 차원을 증

가시켜야 하는 문제를 안고 있다. 

퓨리에 변환과 유사한 Hartley 변환은 차원 n 인 Hartley 함

수 cos( ) sin( )n t n t  를 커널(kernel)로 한다. Hartley 함수는 

직교 함수로서 유입 전류(inrush current) 계산[6], 신호 인식

(signal recognition) [7], 동기 전동기의 파라미터 추정[8] 등에 

이용되고 있다. 

본 연구에서는 선형 미분 방정식으로 표현된 동적 시스템

을 Hartley 함수 벡터와 이 함수의 적분 연산 행렬을 이용하

여 상태 방정식을 적분하여 주어진 미분 방정식의 문제를 대

수적 문제로 변환하여 해를 구하는 알고리즘을 제시한다. 

Haar 웨이블릿을 적용하여 동적 시스템의 해를 구하는 것과 

마찬가지로 정확한 해에 매우 근접한 해를 구하기 위해서는 

Hartley 함수 벡터의 차원을 증가 시켜야 하는데 이는 대수 

행렬 방정식인 Stein 방정식의 행렬의 차원을 매우 크게 하여 

계산량이 매우 크게 증가한다. 따라서 이를 개선하기 위해

Hartley 함수의 적분 연산 행렬의 구조적 특성을 이용하여 전

체 행렬 방정식을 저차의 행렬 방정식들로 분리한 후 구해진 

저차의 행렬 방정식에서 두 행렬의 합의 역행렬 정리와 복합

행렬(compound matrix)의 특성을 이용하여 저차의 행렬 방정

식에서 역행렬 존재의 조건을 쉽게 판별할 수 있는 방법과 계

산량을 줄이고 효율적으로 계산할 수 있는 방법을 제시한다. 

 

II. Hartley 함수 

Hartley 함수는 푸리에 급수가 복소 지수 함수 j te  를 커

널 함수로 하는 것과 유사하게 정현파 함수로 구성된 

cos( ) sin( )n t n t  를 커널 함수로 한다.일반적으로 Hartley 

함수를 ( ) : cos( ) sin( )cas n t n t n t    로 표현한다. 그림 1 

은 n = 2 일 때 Hartley 함수를 보여준다. 

직교 함수로 구성된 푸리에 급수를 이용하여 임의의 함수

를 표현할 수 있듯이 Hartley 함수도 직교 함수이므로 임의의 

주기함수를 (1)과 같이 Hartley 기저 함수들의 선형 결합으로 

표현할 수 있다. 

 ( ) ( )k
k

f t c cas k t




   (1) 
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그림 1. Hartley 함수 (n=2). 

Fig.  1. Hartley functions (n=2). 

 
여기서 Hartley 계수 kc 들은 Hartley 함수가 직교기저 함수이

므로 ( )f t 와 Hartley 함수와의 내적으로 유일하게 구해진다. 

 1

0
( ) ( )

T

k Tc f t cas k t dt   (2) 

식 (1)에서 무한 급수로 전개된 주기 T 인 ( )f t 를 2n+1 개

의 Hartley 함수로 근사화 시키면 다음과 같이 벡터 형태로 

표현할 수 있다. 

 ( ) ( )Tf t tF H  (3) 

Hartley 함수 계수 벡터 F 와 Hartley 함수 벡터 ( )tH 는 다

음과 같이 정의한다. 

 
T

1 0 1

T
1 0 1

[ ]

( ) [ ( )  ( ) ( ) ( )  ( )]

n n

n n

c c c c c

t H t H t H t H t H t

 

 





F

H

 

 
 (4) 

여기서 첨자 T 는 행렬의 전치를 뜻하며 Hartley 함수 벡터

의 원소는 ( ) cos( ) sin( )kH t k t k t    이다.  

직교 기저함수의 적분 연산 행렬을 이용하여 미분방정식

의 근사해를 구할 수 있다. Hartley 함수를 적분하면 다음과 

같다. 

 00 0
( )

t t
H d d t      (5) 

이고  

  1
20 0

( ) ( ) 1 ( )
t t

k kH d cas k d cas k t          (6) 

이 된다. 식 (4)에서 정의한 Hartley 함수 벡터 ( )tH 를 이용

하여 적분된 Hartley 함수를 다시 Hartley 기저 함수의 급수로 

표현할 수 있다. 

 1 1 1 1
0 2 2 20
( )    1  1   ( )

t
T

n nH d t        H   (7) 

0k  일 때는 

 20
( ) ( )

nt
T

k i i
i n

H d c H t 


   (8) 

로 근사화할 수 있으며, 0k  인 경우는 

 

1

1

0

0  

0

k

i k

i

c i and k i

otherwise

 
   



 

이며 0k  일 때는  

 

1

1

0

0  

0

k

i k

i

c i and k i

otherwise


    



 

이다. 

따라서 Hartley 함수 벡터에 대한 적분 연산 행렬(operational 

matrix) P 는 다음과 같이 구해지며 

 
0

( ) ( )
t

d t  H PH  (9) 

이 적분 연산 행렬은 2 1 2 1n n    크기를 갖는 정방행렬로

서 매우 희소(sparse)한 구조를 갖는다[6]. 

1 1

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2

1 1
2 2

1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0

1 1 
2

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n n

n n

n n

T 






 





 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
  

P

  

 

  

 (10) 

 

III. 선형 시스템의 상태 해석 

다음과 같은 선형 시스템을 고려해 보자. 

 ( ) ( ) ( )t t t x Ax Bu  (11) 

여기서 ( ) pt Rx 는 상태 벡터, ( ) qt Ru 는 입력 벡터이고, 

계수 행렬은 ,p pR A p qR B 이고 초기치는 0(0) x x  

이다. 그리고 A 는 정칙행렬이라 가정한다. 

입력 ( )tu 는 다음과 같이 근사적으로 Hartley 함수 벡터의 

선형결합으로 표현할 수 있다. 

 ( ) ( )t tu UH  (12) 

Hartley 함수 벡터를 이용하여 위의 선형시스템을 해석하기 

위해서 상태 벡터의 미분을 미지의 행렬 2 1p nR  X 를 도입

하여 식 (13)과 같이 Hartley 함수 벡터로 근사화 하고 

 ( ) ( )t tx XH  (13) 

이 식의 양변을 적분하고 식 (8)을 이용하면 

 00

0

( ) ( )

      ( )

t
t d

t

  



x X H x

XPH x
 (14) 
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와 같이 근사화하여 쓸 수 있다. 식 (12)~(14)를 상태방정식 

(11)에 대입하면 다음과 같다. 

  0( ) ( ) ( )t t t  XH A XPH x BUH  (15) 

식 (15)에서 1
0

qR Ax 은 열 벡터이고 Hartley 함수 벡터

의 n+1 번째 함수는 0 ( ) 1H t  이므로 0Ax 를 [0  0 0Ax  

0  0] ( )tH 와 같이 Hartley 함수 벡터로 표현하면 식 (15)는 

 0[0 0 0 0]  X AXP Ax BU   (16) 

와 같이 Stein 방정식으로 표현된다. 여기서 : [0Q  0  

0Ax 0  0]BU 로 정의하면 식 (16)은 다음과 같이 간략

히 표현할 수 있다.  

  X AXP Q  (17) 

따라서 미분 상태 행렬 방정식 (15)의 근사 해는 대수 Stein 

행렬 방정식 (17)의 해를 구하는 문제로 귀결된다. 일반적으

로 이 방정식의 해는 보조정리 1과 같이 Kronecker 곱으로 

구할 수 있다. 

보조정리 1 [9]: 행렬 방정식 (17)은 임의의 ,i j 에 대해서 

( ) ( ) 1i j   A P  이면 다음과 같이 유일한 해를 갖는다. 

      
1Tvec vec


  X I P A Q  (18) 

여기서 행렬 2 1p nR  X 에 대한 ( )vec  연산자는 다음과 같

이 정의된다. 

T

11 21 2 1,1 12 2 1,2 1 2 2 1,vec( ) ,  ,  ..  ,  ,  .. ,  ,  ,.. n n p p n px x x x x x x x     X  

식 (18)의 해를 구하기 위해서는 2 1p n  정방 행렬의 역

행렬 계산이 필요하며 계산량은 약 3 3(8 )O n p  flop이다. 방정

식 (14)의 정확한 값에 가까운 값을 얻기 위해서는Hartley 함

수 벡터의 차원을 증가시켜야 하며 이는 Stein 방정식의 차원

을 매우 크게 하므로 계산량이 매우 크게 증가하게 된다. 

Hartley 함수를 사용했을 때 (10)과 같이 구해진 적분 연산 

행렬 P는 매우 희소한 행렬이므로 식 (18)의 T P A  또한 

희소 행렬이다. 

본 연구에서는 (17) 식의 해를 분할 방법과 행렬이 두 개

의 행렬 합의 형태로 구성되었을 때 이 행렬의 역행렬을 구

하는 방법을 결합하여 계산량을 줄이는 효율적인 방법을 제

시한다. 

미지 행렬 X와 적분 연산 행렬 P를 다음과 같이 분할한다. 

 

1 2

11 12

21 22

1 2

: [ ]

:

: [ ]



 
  
 



X X X

P P
P

P P

Q Q Q

 

여기서 1
1 1, ,p nR  X Q 2 2 , ,p nR X Q 1 1

11 ,n nR   P 21 P  

1,n nR  
22

n nR P 이고 ijP ( 1,2i  1,2)j  는 각각 다음과 

같다. 

1 1

1 1
1 1

11 12

1 1 1 1 1
1 2 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

=  , =
2 2

0 0 0 1 1 0 0 0

1 1

n n

n n

n n n n

T T

 






 

  
 

   
   
   
   
   

   
      

P P   

 

1
2

21 22

1 1
1 1

1 1

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

= , =
2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
n n

n n

T

 
 



   
   
   
   
   
   
     

P P   

 

 

분할된 행렬을 이용하여 식 (17)은 다음과 같이 쓸 수 있다. 

     11 12
1 2 1 2 1 2

21 22

 
  

 

P P
X X A X X Q Q

P P
 (19) 

여기서  

 1 1 2 1

2 2 3 2 2 1

[ ]

[ ]
n n

n n n n

x x x x

x x x x


  





X

X




 

이다. 

따라서 Stein 행렬방정식 (17)은 다음과 같이 두 개의 저차 

행렬방정식으로 분할 된다. 

  1 1 11 2 21 1  X A X P X P Q  (20) 

 2 1 12 2 X AX P Q  (21) 

식 (21)을 식 (20)에 대입하여 정리하면 다음과 같다. 

 2
1 1 11 1 12 21 3  X AX P A X P P Q  (22) 

여기서 3 2 21 1: Q AQ P Q 이다. 

보조정리 1과 같이 Kronecker 곱을 이용하면 식 (22)의 해

는 다음과 같이 구할 수 있다. 

T 2
11 12 21 1 3( ( ) ) ( ) ( )T vec vec    I P A P P A X Q  (23) 

식 (23) 역시 Hartley 함수 벡터의 차원이 증가하면 역행렬

을 구하는데 계산량이 많아지게 된다. 식 (22)에서 

 
 

 

2 2

2 2

2 2 2

1 1

1 1

( 1)2 1

12 21 2

1 1 1

1
1

0

0

4

n n

n n

n

n kn
k

T






 






 
 
 
   
 
 
  



P P



  



 

인 구조를 갖으므로 식 (23)의 계수 행렬은 

T 2
11 12 21( )T    I P A P P A  

2
2

22

2
2

22

2 2 2 2

2 2 2 2

1 0
4

10
( 1)4

2 2 ( 1)4 4 ( 1)

n

n

T

n

T

n

TA T TA T
n nn n





  







 





   

I A

I A

A A
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22
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22
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1 1
2 4

1 1
1 ( 1)2 4

2 4

1
2 4

n

n
k

T T
n n

T T
n n

T T

TA T

k

 

 

 

 


  




    


  

  



A A

A A

A A

A
I

  

와 같이 구성되며, 여기서 

 3 1 2 1[ ]n ng g g g Q   

와 같이 X1, Q3행렬을 열벡터 , , 1,2,.. 1i ix g i n  로 표현하면 

식 (23)은 다음과 같이 n+1개의 행렬 방정식으로 분할된다. 

   2 2

2 2 2 2

2 2
1 1 124 4

T T T
n nnn n

x x g     I A A A  (24) 

     2 2

2 2 2 2

2 21 1 1
2 1 22 14 41 1

T T T
n nnn n

x x g   
   I A A A  (25) 

 : 

   2 2

2 2

2 2
124 4

T T T
n n n nx x g     I A A A  (26) 

    
 

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 21 1 1 1
1 22 2 14 4 1

2 21
12 24 4

1

1

...

T T T T
n nn n

n
T T T T

n n nk
k

n

x x

x x

g

  

  

 








  

       
 





A A A A

A A I A A  (27) 

(24)~(26)의 , 1,2,...,ix i n  를 (27)에 대입하면 다음과 같이 열 

벡터 1nx  만의 대수행렬방정식으로 구성할 수 있다. 

    
  

     
  

    

2 2 2
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A A I A

I A A

 (28) 

식 (28)에서 1nx  을 구하기 위해서는 
  2

2 2

1
21

4 1
,T

n k




I A  

k=1,..n 역행렬을 각각 구해야 한다. 

식 (28)에서 
 

2

2 2

21

4 1

T
n k 
I A 의 역행렬이 존재하기 위해서

는 
 

2

2 2

21

4 1

T
n k 
I A  가 정칙행렬 즉, 행렬식이 0 이 아니면 

된다.  

주어진 양의 정수 n, p, p n 에 대해 사전순서(lexico-

graphic order)로 구성된 집합 iS 는 다음과 같이 정의된다. 

  1 2 n
k

S S S    

예를 들어, 4,n  2p  이면 집합 iS 는 다음과 같다. 

 1 2 3

4 5 6

{1,2}, {1,3}, {1,4},

{2,3}, {2,4}, {3,4}

S S S

S S S

  

  
 

다음과 같은 n  n 정방행렬 A에서 

 

11 12 1
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1 1

n

n n nn

a a a
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A



  



 

행렬 ,i jA 를 A 에서 iS 의 원소를 행으로 하고 jS 의 원

소를 열로 하는 p p 행렬이라 정의하자. 예를 들어 2,5A 는 

행은  2 {1,3}S  이므로 A 에서 1, 3행을, 열은 5 {2,4}S 

이므로 A 의 2, 4 열을 취하여 겹치는 부분으로 행렬을 구성

하면 다음과 같다. 

 12 14
2,5 {1,3},{2,4}

32 34

a a

a a

 
   

 
A A  

행렬 A의 k번째 복합행렬(compound matrix) ( )kC A 는 사전

순서  1 2, , , n
k

S S S 로서 구성된 행렬 ,i jA 의 행렬식을 ,i j 번

째 요소로 하는 행렬이다. 예를 들어 3 3R A 일 때  

 
1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3

det( ) det( ) det( )

( ) det( ) det( ) det( )

det( ) det( ) det( )
k

A A A

C A A A

A A A

 
   
  

A  

와 같이 구성된다. 

정방행렬 n nX R  의 행렬식은 n번째 복합행렬 Cn(X)와 

같으므로[10] Binet-Cauchy 정리, 즉 ( ) ( ) ( )p p pC AB C A C B  

[10]에 의해 일반적으로 n n  정방 행렬 X 와 Y 의 합의 행

렬식은 다음과 같이 복합 행렬로 표현할 수 있다. 

    det( ) det , ,n n
n n n n

I I
X Y X I C X I C

Y Y

      
        

      
 

여기서 Y 가 단위행렬이면 아래와 같이 간단히 표현할 수 있

다[10]. 

 
1

1

det( ) 1 det( ) ( )
n

i
i

X I X trC X




     

여기서 ( )tr 은 행렬의 대각 합이다.  

 

2

2 2

21

4 1

T
n k 
I A 의 행렬식은 det( ) det( ),naA a A ( )kC X  

= ( ),k
kC X ( ,a 는 실수)를 이용하면 
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로 전개된다. 여기서 
 

2

2 2
1

4 1

T

k 
는 항상 양의 수이고, 2det( )A  

det( )det( ) 0 A A 이므로 
1

2

1

( ) 0
n

i
i

trC




 A 이면 det( n I  

 

2

2 2

21

4 1
) 0T

k 
A 이 보장되므로 

 

2

2 2

21

4 1

T
n k 
I A 는 정칙행렬

이다. 따라서 
 

2

2 2

21

4 1

T
n k 
I A 의 정칙 행렬 판별여부는 모든 

1,2,...k n 에 대해서 판별하지 않고  
1

2

1

0
n

i
i

trC




 A  만 확

인하면 된다.  

다음 정리는 임의의 행렬이 두 행렬의 합으로 표현될 때 

이 행렬의 역행렬을 구하는 방법이다. 

정리 1 [11]: A 와 A B 가 각각 정칙 정방행렬이고 B  

가 양의 계수(rank) r을 갖으며, 1 2 .. r   B E E E 와 같이 

각각 계수 1 을 갖는 ,iE 1,2..i r 의 합으로 표현된다고 하

자. 1 1 ,k k    D A E E  k = 1, 2, .. r 인 행렬이 모든 k 에 

대해서 정칙행렬이면, 1 D A 로 놓았을 때 1k D 의 역행렬

은 다음과 같이 구해진다. 

 1 1 1 1
1 ,   1,2..k k k k k kv k r   

   D D D E D  (29) 

여기서 

 
1

1

1 ( )k
k k

v
tr 

 D E
 

이다.   ■ 

모든 요소가 0 이고 i 번째 대각요소만 1인 Ei 정방 행렬은 

계수가 1 이다. 이 행렬의 합으로 단위행렬을 1n   I E   

nE 와 같이 표현하면 모든 k = 1, 2, …, n + 1에 대한 n I  

 

2

2 2

21

4 1

T

k 
A 의 역행렬은 한번만 A2의 역행렬을 구한 후 정리 

1 을 이용해서 구할 수 있다. 

따라서 식 (18)의 해를 저차의 행렬방정식으로 분리하여 

구하는 알고리즘은 다음과 같다. 
 

알고리즘 1: 

Step 1: 정리 1을 이용하여 식 (28)에서 xn + 1을 구한다. 

Step 2: 구해진 xn + 1을 이용하여 식 (24)~(26)에서 xk, k = 1, 

2, .. n을 구한다. 

Step 3: 위의 step 1, 2에서 구한 X1을 이용해서 식 (21)에서 

X2를 구한다. 

 

IV. 수치 예 

다음과 같은 선형 시스템을 고려하자[4] 

 
20 75 1
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x x  

여기서 초기치는 T
0 [1.5 0.5]x 이다. 단위계단 입력을 인

가하였을 때 이 시스템의 해석적 해는 다음과 같다. 
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Hartley 벡터 차원이 각각 n = 10, 20, 200 일 때 해석적 해와 

제안된 방법을 이용해 구한 해를 그림 2, 3, 4에 나타내었다. 

그림 2~4에서 실선은 해석적 해를 나타내고 작은 원과 별

표는 제안된 방법을 이용해서 구한 해들의 궤적을 나타낸다. 

Hartley 함수 벡터의 갯수가 증가할수록 제안된 방법을 이용

해서 구한 해가 해석적 해에 수렴함을 알 수 있다. 
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그림 2. Hartley 벡터 차원 n = 10일 때 상태 변수 궤적. 

Fig.  2. State trajectories at the dimension of Hartley vector is n = 10. 
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그림 3. Hartley 벡터 차원 n = 30일 때 상태 변수 궤적. 

Fig.  3. State trajectories at the dimension of Hartley vector is n = 30. 
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그림 4. Hartley 벡터 차원 n = 200 일 때 상태 변수 궤적. 

Fig.  4. State trajectories at the dimension of Hartley vector is n = 200. 
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따라서 [4]에서 사용된 동일한 시스템에 대해 Hartley 함수

를 이용하여 구한 해는 Haar 웨이블릿을 이용하여 구한 해와 

같다. 그런데 Haar 웨이블릿을 사용할 때는 해상도를 증가시

키면 이에 따른 행렬의 크기가 2의 멱수로 증가하게 되나 

Hartley 함수를 사용할 때는 임의의 n 을 이용하여 

Hartley 함수벡터를 구성할 수 있는 장점이 있다. 

일반적으로 식 (18)과 같이 주어진 문제를 LU 분할법으로 

해를 구하면 약 3 3( (2 1) )O p n   flop이 필요하나, 알고리즘 1 

의 step 1에서는 2 3 2 3( 6 ),p p n p p    step 2에서는 2(3n p  
3),p  그리고 step 3에서는 2 22 ( 1) 2p n pn   flop 이 소요

된다.  

알고리즘 1에서 제시된 방법과 식 (18)에서의 계산량(flops)

을 p = 2, 4일 때 각각 n = 50, 100, 200, 300인 경우와 비교하면 

다음과 같다. 

n 
p = 2 p = 4 

LU 분할 제안된 방법 LU 분할 제안된 방법

50 68.24 10  41.4 10  76.59 10  44.73 10
100 76.49 10  44.8 10  85.19 10  51.34 10
200 85.15 10  51.76 10 94.12 10  54.28 10
300 91.73 10  53.84 10 101.38 10  58.83 10
 

V. 결론 

선형 미분 방정식으로 표현된 동적 시스템을 Hartley 함수 

벡터 및 적분 연산 행렬을 이용하여 미분 방정식의 문제를 

대수적 문제로 변환하여 해를 구할 수 있음을 보였다. Hartley 

함수 벡터의 크기가 증가하게 되면 대수 행렬 방정식인 Stein 

방정식의 차수가 매우 커지게 되는데 본 연구에서 제안한 

Hartley 적분 연산의 구조적 특성을 이용하여 전체 행렬방정

식을 저차의 행렬 방정식들로 분리하여 계산량을 줄이면서 

효율적으로 해를 구할 수 있음을 보였다. 
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