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과표본화된 이산 웨이브렛 변환의 성능 향상에 관한 연구

A Study on the Performance Improvement of Over-sampled 

Discrete Wavelet Transform   

지인호*

Innho Jee
*

요  약  과표본화된 이산 웨이브렛 변환은 입력 데이터보다 더 많은 양의 부대역 데이터들이 생성되지만 기존의 웨
이브렛 변환의 이동 불변 불만족의 단점을 극복할 수 있다. 비분리 표본화를 기반으로 하는 이산 웨이브렛 변환은 이
동 불변의 특징의 만족과 방향 선택성 등에서 더 많은 부대역 영상을 통하지만 더 효율적이다. 본 논문에서는 보다 
많은 부대역 영상을 생성하는 2차원 영상처리 과표본화 된 웨이브렛 변환의 효율적인 처리를 가능하게 하여 디지털 
영상의 품질 향상 및 잡음제거 응용 분야에 적용시킬 수 있음을 제안하였다.

Abstract  Over-sampled discrete wavelet transformation is one  way to overcome the disadvantages of the standard 
wavelet transform of shift invariance even though it increases the number of subband signals. Non-separable based 
discrete wavelet transform is efficient that it satisfies shift invariance and directional selectivity. In this paper, since 
efficient over-sampled wavelet transform is possible in a two-dimensional image processing, we show that the 
proposed method is well applied with performance improvement of digital image and noise removal. 

Key Words : Over-sampled, Wavelet Transform, Shift Invariance

Ⅰ. 서  론

과표본(oversampling) 이산 웨이브렛 변환(Discrete 

Wavelet Transform : DWT)는 비압축 형식의 DWT와

는 다른 방법으로 단계의 증가와 독립적으로 확장인자 2

에 의해서만 데이터의 양이 증가하는 특징을 갖는다. 과

표본화된 DWT의 대표적인 방법으로 이중 트리 이산 웨

이브렛 변환(Dual-Tree Discrete Wavelet 

Transformation :  DTDWT)[1]이 있다. 이 변환은 이동 

불변의 특징을 만족하도록 설계된 필터를 사용하며, 두

개의 트리 구조로 웨이브렛 변환을 수행한다. 따라서 2차

원 이산 웨이브렛 변환보다 추가된 트리 구조로 인해서 

방향성에 대한 선택도 또한 더 증가하게 된다. 

과표본 이산 웨이브렛 변환의 또 다른 한 종류로 이중 

밀도 이산 웨이브렛 변환(Double Density Discrete 

Wavelet Transformation : DDDWT)
[1]이 있다. 이것은  

이중 트리 이산 웨이브렛과 마찬가지로 정밀하게 표본화

되는 이산 웨이브렛 변환(Critically sampling Discrete 

Wavelet Transform :  CDWT)에 중요한 특징을 추가하

여 그 성능을 개선한 것이다. 이중 밀도 이산 웨이브렛 

변환은 하나의 스케일링(scaling) 함수와 두 개의 웨이브

렛 함수가 존재한다. 즉, 3개 채널로 분해가 되며, 두 웨
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이브렛 함수는 주파수 대역을 1/2씩 분할하도록 설계되

었다. 이중 트리 이산 웨이브렛 변환과 비교해서 볼 때 

방향성분의 선택성이 부족하다. 

그러나 사용되는 필터의 수는 세 종류만 존재하므로 

두 개의 트리에서 8 종류의 필터를 사용하는 이중 트리 

이산 웨이브렛 변환보다 복잡도는 훨씬 낮다. 

본 논문에서는 quincunx 표본화를 이용하여 이중 밀

도 이산 웨이브렛 변환의 기본 장점을 유지하면서 방향

의 선택성을 증가시키는 방법을 제안하였다. 기존의 웨

이브렛 변환은 90도씩 분리해서 2번의 필터 처리하지만 

제안된 3방향 분리처리 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환에

서는 quincunx 표본화의 동작이 영상을 45도씩 회전하면

서 표본을 수행하는 것에 착안하여 45도씩 분리해서 3번

의 필터 처리를 수행하게 하였다. 그 결과 2차원 이중 밀

도 이산 웨이브렛 변환의 방향 선택성을 증가시킬 수 있

었다. 따라서 제안된 방법은 이동 불변성과 많은 방향성

의 특성들은 잡음 제거, 텍스쳐 분할 등에서 효율적으로 

사용될 수 있다.

본 논문의 구성으로 2장에서는 과표본화된 이산 웨이

브렛 변환의 개념을 이해할 수 있는 기본적인 설계와 구

조를 제시하였다. 3장에서는 이중 밀도의 웨이브렛 개념

을 설명하고 4, 5장에서는 quincunx 표본화 기반의 과표

본화된 이산 웨이브렛 변환 기술을 설명하였다.  제안된 

방법으로 3단계의 분리 처리를 수행하는 이중 밀도 이산 

웨이브렛 변환 기술을 설명하였다. 그리고 6장에서는 제

안된 방법에 대한 성능을 평가하기 위한 실험과 그 결과

를 제시하였다. 마지막으로 7장에서는 본 연구에 대한 결

론을 제시하였다. 

Ⅱ. 과표본화 이산 웨이브렛 변환의 

개념

정교하게 표본화하는 이산 웨이브렛 변환(CDWT)에

서는 다운 샘플링에 의해서 단계가 증가할수록 부대역 

신호의 길이가 1/2씩 감소한다. 그래서 입력 데이터 신호

와 생성된 부대역의 웨이브렛 계수의 크기가 동일하다. 

그림 1은 시간-주파수 평면에서의 표본을 나타낸 것으

로, 각 단계(scale)에 따른 임의의 부대역 웨이브렛 계수

들의 표본수를 나타낸 것이다. 첫 번째 그림이 CDWT를 

나타낸 것으로 단계가 증가할수록 1/2식 감소하는 것을 

확인할 수 있다. 

그림 1. 웨이브렛의 시간-주파수 평면도
Fig. 1. Wavelet time-frequency plane

그림 1의 두 번째 이하부터는 고비용 웨이브렛 변환들

을 나타낸 것으로 이동 불변특성을 만족하도록 표본화되

었다. 두 번째 그림의 압축 표본화를 수행하지 않은 이산 

웨이브렛 변환(Un-decimated Discrete Wavelet 

Transform : UDWT)에서는 표본들이 각 스케일에서 모

두 동일하다. 이것은 저주파 성분에 대해서는 비효율적

이고 J번째 스케일이 실행될 때, UDWT는 J+1 인자에 의

해서 고비용이 된다. 

UDWT와 CDWT의 절충된 방식인, 이중 밀도 이산 

웨이브렛 변환(DDDWT)[1]은 세 번째 그림이다. 

DDDWT는 중간 스케일을 갖고 있으며, 스케일 수와 관

계없이 두 배의 고비용이 된다. 그렇지만 UDWT 보다는 

그 비용이 많지 않으며 근사적으로 이동 불변을 만족한

다. 따라서 DDDWT는 부분적 압축 웨이브렛 변환

(partially decimated WT : PWT)이라고 한다. PWT의 

초과되는 데이터는 1부터 J+1까지의 임의 상수가 될 수 
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있다. 그리고 이 초과 데이터는 변환이 이동 불변이 되는 

정도를 조절한다. 또한 중간 스케일은 잡음 제거를 위한 

향상된 성능을 제공한다. 

그림 1의 마지막 그림은 본 논문에서 실험한 방식으

로, 인자 2에 의해서 시간과 주파수 모두에서 과표본화하

는 고비용 웨이브렛 변환이다. 이것은 DDDWT와 같이, 

각 스케일에서 CDWT보다 두 배 많은 계수들이 존재하

며, 중간 스케일들을 갖는다. 중간 스케일들은 CDWT의 

각 스케일 쌍의 사이에 위치한다. 이 고비용 변환은 

DDDWT와 마찬가지로 한 개의 스케일링 함수와 두 개

의 웨이브렛을 갖는다. 그렇지만 이 변환은 일반 웨이브

렛 변환보다 세 배 많은 밀도를 갖도록 시간-주파수 평

면을 표본화하므로, 3의 인자에 의한 고비용이 된다. 또

한 이 변환은 기존의 CDWT와 같이 디지털 필터 뱅크를 

가지고 실행될 수 있다.

Ⅲ. 이중 밀도의 웨이브렛 변환 

이중 밀도(double density) 이산 웨이브렛 변환은 정

밀하게 표본화(critically sampling)되는 이산 웨이브렛 

변환에 중요한 특징을 추가하여 그 성능을 개선한 것이

다. 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환의 첫 번째 특징은 하

나의 스케일링(scaling) 함수와 두 개의  웨이브렛 함수

가 존재한다. 즉, 3개 채널로 분해가 되며 두  웨이브렛 

함수는 주파수 대역을 절반식 분할하도록 설계되었다. 

따라서 입력 데이터보다 더 많은 양의 부대역 데이터들

을 생성하면서도 완전재생을 만족한다. 그리고 두 번째 

특징으로, 근사적으로 이동 불변의 특징을 만족하도록 

설계되었다. 따라서 영상처리를 위한 2차원 이중 밀도 이

산 웨이브렛 변환은 기존의 2차원 이산 웨이브렛 변환보

다 우수한 성능을 갖는다. 그러나 이중 트리 웨이브렛 변

환과 비교해서 볼 때 방향성분의 선택성이 부족하다. 

이중 밀도 이산 웨이브렛 변환을 만족시키기 위해서

는 필터뱅크의 구조를 새롭게 설계하여야 한다. 또한, 실

행적인 측면을 고려해서 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환

은 정교화 표본의 이산 웨이브렛 변환 실행에서 사용되

는 필터 뱅크와 유사성을 유지해야 한다. 그래서 FIR 필

터를 사용하는 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환은 그림 2의 

과표본 하는 필터뱅크의 구조로 설계가 된다. 여기서, 

FIR 필터 h0(n)은 저대역 통과(스케일링) 필터이고 그리

고 FIR 필터  과  은 고대역 통과(웨이브렛) 

필터가 된다. 

c(n)

d1(n)

d2(n)

h0(-n) 2

h1(-n) 2

h2(-n) 2

x(n) h0(n)2

h1(n)2

h2(n)2

y(n)

그림 2. 이중 밀도 이산 웨이브렛의 필터뱅크
Fig. 2. Double-density discrete wavelet filter banks 

1. 완전재생 조건

이 구조가 완전재생 조건을 만족하기 위해서 X(z)의 

항으로 를 표현하면 다음과 같다.  

  

       

       
(1)  

따라서, 완전재생을 만족하는 조건은 식(2)와 식(3)과 같다. 

       

(2)
        

(3)  

2. 스케일링과 웨이브렛 함수

이중 밀도 이산 웨이브렛 변환은 그림 2에서 설계된 

것처럼 하나의 스케일 함수 와 그리고 두 개의 웨이

브렛 함수 와 로 구성된다. 스케일링 함수 

는 저역통과 필터  과 웨이브렛 함수 

와 는 고역통과 필터  과  에 의해서 

정의 된다. 따라서 스케일링 함수와 웨이브렛 함수와의 

전이(transition)는 다음과 같이 표현된다[2]. 

 




  


  

(4)

Ⅳ. Quincunx 기반의 비분리 이산 

웨이브렛 변환 

Quincunx 표본화를 채택한 방식을 2차원 비분리 웨이
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브렛 변환(non-separable wavelet transformation)이라

고 한다. 이 경우 기존의 2차원 분리 이산 웨이브렛 변환

과 마찬가지로 주파수 대역 분할 특성과 완전 재생의 특

징은 그대로 유지되어야 한다. 

그림 3은 quincunx 표본화를 사용한 2차원 이산 웨이

브렛 변환을 나타낸 것으로 표본화 과정을 D로 표시하였

다. 여기서, D는 식 (5)에서의 45도 회전 행렬을 나타낸다. 

 


 


  

 
(5)

1단계의 필터링이 완료가 되면 디지털 영상은 시계 방

향으로 45도 회전하여서 표본화를 수행하게 된다. 계속

해서 2단계에서도 필터링을 수행하고 45도를 회전하게 

되는데 결과적으로 디지털 영상은 90도 회전을 하게 되

고 그 크기는 1/4이 된다. 복원 과정에서는 처음으로 업 

샘플링(up-sampling)이 수행되는데 반시계방향으로 45

도 회전하여서 얻어진다. 그리고 복원 필터를 통과하는 

필터링을 수행하게 된다. 마지막 단계에서도 마찬가지로 

업 샘플링과 필터링을 수행하고 여기서 얻어진 각 부대

역 신호들을 합쳐서 최종적으로 복원 신호를 생성한다. 
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그림 3. Quincunx 표본화를 활용한 웨이브렛 변환과 역변환
Fig. 3. Wavelet transform and inverse wavelet 

transform using quincunx sampling 

그림 4는 quincunx 표본화를 채택한 이산 웨이브렛 

변환의 3단계 과정을 나타낸 것이다. 2차원 분리 웨이브

렛 변환과 다르게 특정 방향에 대한 분리 처리 없이 한 

방향으로 처리가 된다. 하지만 표본화에 의해서 여러 방

향으로 처리가 가능하다.  
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D

D
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그림 4. Quincunx 표본화를 채택한 3단계 이산 웨이브렛 
변환

Fig. 4. 3-stage discrete wavelet transform using 
quincunx sampling

Ⅴ. Quincunx 표본 기반의 과표본화 

이산 웨이브렛 변환

1. Quincunx 표본 기반의 이중 트리 이산 

  웨이브렛 변환

Quincunx 표본화를 채택한 2차원 이산 웨이브렛 변환

은 풍부한 방향 선택성을 얻을 수 있었지만 이동 불변성

을 만족하지는 못한다. 그래서 비분리 처리의 효과와 이

동 불변의 특징을 동시에 얻기 위해서는 2차원 이중 트리 

이산 웨이브렛 변환에 quincunx 표본화를 적용하는 것을 

제안하였다. 그림 5는 quincunx 표본화를 채택한 2차원 

이중 트리 이산 웨이브렛 변환을 나타낸 것이다. D의 표

시가 quincunx 표본화를 나타낸 것이다. 여기서, D는 식 

(5)에서의 45도 회전 행렬을 나타낸다. 그리고 우측 하단

은 사용된 필터와 quincunx 표본화를 통해서도 완전 재

생을 만족하는 것을 나타내었다. 
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그림 5. Quincunx 표본화를 채택한 이중 트리 웨이브렛 변환
Fig. 5. Dual tree wavelet transform using quincunx 

sampling

본 논문에서 제안한 quincunx 표본화를 채택한 2차원 

이중 트리 이산 웨이브렛 변환은 비분리 처리 방법으로 

수행되고 각각의 트리에서 표본화 과정 동안 영상의 회

전으로 다양한 방향성을 갖게 된다. 결과적으로 제안된 

방법은 이중 트리 이산 웨이브렛 고유만의 특징인 이동 

불변성을 만족하고 더 많은 방향성분을 갖는 부대역 영
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상을 생성할 수 있다. 그리고 비분리 영상처리로 인해서 

분리 영상처리에서 발생할 있는 웨이브렛 변환의 비효율

적인 부분을 극복할 수 있다. 

2. Quincunx 표본 기반의 이중 밀도 이산 

   웨이브렛 변환

2차원 이중 트리 이산 웨이브렛 변환은 두 개의 트리

로 동작하므로 처리 과정이 복잡하다. 그래서 간단하면

서도 이동 불변의 특징과 풍부한 방향 선택성을 동시에 

얻을 있는 방법으로 2차원 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환

에 quincunx 표본화를 적용하는 것을 제안하였다. 그림 

6은 quincunx 표본화를 채택한 2차원 이중 밀도 이산 웨

이브렛 변환을 나타낸 것이다. 3개 채널의 표본화는 D 표

시의 quincunx 표본화를 수행한다. 이 변환은 3개의 채

널에서 표본화 과정동안 영상의 회전으로 다양한 방향성

을 갖게 된다. 결과적으로 제안된 방법은 이중 밀도 이산 

웨이브렛 고유한 특징인 이동 불변성을 만족하고 더 많

은 방향성분을 갖는 부대역 영상을 생성할 수 있다. 그리

고  분리 영상처리에서 발생할 있는 웨이브렛 변환의 비

효율적인 부분을 극복할 수 있다.

x(n) H0(z2) D

H1(z2) D

H2(z2) D

H0(z1) D

H1(z1) D

H2(z1) D

H0(z2) D
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H2(z2) D

그림 6. Quincunx 표본화를 채택한 이중 밀도 이산 웨이브
렛 변환

Fig. 6. Dual density discrete wavelet transform 
using quincunx sampling

ⅤI. 과표본화된 이산 웨이브렛 변환의 

성능 실험

본 논문에서 사용된 실험 디지털 영상은 8비트 그레이 

영상을 사용하였다. 그리고 영상의 크기는 256 X 256 또

는 512 X 512의 Lenna 영상을 선택적으로 사용하였다. 

그리고 변환을 위해서 참고문헌[5] 표 1의 계수를 갖는 필

터들을 사용하였다. 

실험 성능을 정량적으로 평가하기 위해 식(6)로 정의

되는 첨두 신호대 잡음비(Peak Signal to Noise Ratio)를 

사용하였다. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

MSE
 PSNR

2

10
255log10

(6)

여기서, MSE(mean square error)는 평균 제곱 오차로 다

음과 같다. 
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여기서, I(i,j)는 원 영상, k(i,j)는 복원 영상을 나타낸다.

1. 완전 재생실험 

웨이브렛 변환은 기본적으로 완전재생을 만족하여야

만 한다. 따라서 제안된 방법으로 복원된 영상이 원 영상

과 동일한 지를 PSNR를 가지고 확인하였다. 또한 다른 

웨이브렛의 완전재생 성능과 비교를 수행하였다. 표 1은 

Lenna 영상에 대한 이산 웨이브렛 변환(DWT), 이중 트

리 이산 웨이브렛 변환(DTDWT), quincunx 표본화 기반

의 이중 트리 이산 웨이브렛 변환(QDTDWT), 이중 밀도 

이산 웨이브렛 변환(DDDWT), quincunx 표본화 기반의 

이중 밀도 이산 웨이브렛 변환(QDDDWT), 그리고 제안

된 방법(3방향 분리 처리 2차원 이중 밀도 웨이브렛)을 1 

~ 5단계까지 수행하고 역변환을 통해서 복원했을 때의 

복원된 영상의 PSNR을 나타낸 것이다.

표 1과 그림 7의 실험 결과를 분석하여 보면 이중 트

리 이산 웨이브렛 변환이 제일 성능이 좋지 못하다. 그리

고 quincunx 표본화 기반의 이중 밀도 이산 웨이브렛 변

환이 제일 우수하다. 제안된 방법은 완전재생을 잘 만족

한다. 제안된 방법과 이중 트리 이산 웨이브렛 변환은 많

은 필터링과 표본화를 수행하므로 이상적이지 못한 필터

설계로 부터의 오차를 감안하여야 한다. 그렇지만 간단

한 필터뱅크 구조를 가진 제안된 방법은 성능저하는 거

의 없다고 할 수 있다.
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실험 영상 DWT DTDWT QDTDWT DDDWT QDDDWT Proposed

Lenna 

(256*256)

1단계 267.60 267.57 267.70 277.25 283.24 273.85

2단계 261.69 153.67 261.86 271.34 277.32 268.14

3단계 258.29 147.77 258.60 267.93 273.86 265.01

4단계 255.91 144.36 256.40 265.56 271.46 263.22

5단계 254.04 141.97 254.90 263.75 269.64 262.37

표 1. 웨이브렛 변환에 대한 완전 재생 실험
Table 1. Perfect reconstruction of wavelet 
          transform 

23 0

24 0

25 0

26 0

27 0

28 0

29 0

DW T QDTDW T DDDW T QDDDW T P roposed

Lenna  im age

1단 계 2단 계 3단 계 4단 계 5단 계

그림 7. Lenna 영상의 완전 재생에 대한 PSNR
Fig. 7. PSNR for perfect reconstruction of Lenna

image  

2. 잡음 제거 실험

과표본화 이산 웨이브렛 변환이 가장 대표적으로 응

용되는 분야는 디지털 영상에 존재하는 잡음을 제거하는 

기술이다. 본 논문에서는 잡음이 포함된 디지털 영상에 

여러 이산 웨이브렛 변환들의 수행하고 생성된 부대역에 

임계값 처리 기법을 적용하여 잡음을 제거한 다음 복원

한 영상의 성능을 평가하는 실험을 수행하였다. 

이 방법에서 임계값이 작으면, 적은 양의 부대역 계수

들만이 잡음으로 판단되어 제거되므로 결과는 만족스럽

지 못하다. 그렇지만 반대로 임계값이 너무 크면, 많은 부

대역 계수들이 잡음으로 판단되어 0으로 대체하게 되어

서 이 또한 결과가 만족스럽지 못할 것이다. 따라서 임계

값은 적절하게 선택이 되어야 효과적인 잡음 제거가 가

능하다. 부대역 영상이 많을수록 방향성분이 많이 존재

해서 잡음 제거 성능이 유리하게 된다. 따라서 실험의 객

관성을 유지하기 위해서, 웨이브렛 변환들은 제안된 방

법의 부대역 영상의 수와 비슷하거나 더 많게 생성되도

록 단계를 선정하였다. 

그림 8은 실험 Lenna 영상에 대한 잡음 제거 실험 결

과를 나타낸 것이다. 임계값을 0부터 70까지 변경하면서 

이에 따라 잡음이 제거된 영상의 PSNR를 그래프로 나타

내었다. 첨가된 잡음은 평균 2배의 가우시안 균일 랜덤 

잡음을 사용하였다. 실험 결과에서 제안된 3방향 분리처

리 2차원 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환 방법이 우수한 

것을 확인할 수 있다. 
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그림 8. 실험 영상에 대한 잡음제거 성능
Fig. 8. Noise removal performance of test image

(a) DWT방법 (b) DTWT 방법

(C) DDDWT방법 (d) 제안한 방법

그림 9. 잡음이 제거된 Lenna 영상
Fig. 9. Noise removed Lenna image 

그리고 그림 9는 Lenna 영상을 네 가지 방법으로 잡음 

영상에서 잡음을 제거한 결과영상을 나타낸 것이다. 그

림 9에서는 임계값은 6으로 설정되었고, 잡음이 제거된 

영상의 PSNR을 비교하면 DWT는 23.28 dB이고 
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DTDWT는 24.03 dB이다. 그리고 DDDWT는 23.95 dB

이고 제안된 3방향 분리처리 이중 밀도 이산 웨이브렛 변

환 방법은 24.28 dB이다. 따라서 제안된 방법이 수치적으

로 가장 우수하다. 

ⅥI. 결론  

본 논문에서는 quincunx 표본화를 이용하여 이중 밀

도 이산 웨이브렛의 방향의 선택성을 증가시키는 방법을 

제안하였다. 기존의 웨이브렛 변환은 90도씩 분리해서 2

번의 필터 처리하지만 제안된 3방향 분리처리 이중 밀도 

이산 웨이브렛 변환에서는 quincunx 표본화의 동작이 영

상을 45도씩 회전하면서 표본을 수행하는 것에 착안하여 

45도씩 분리해서 3번의 필터 처리를 수행하게 하였다. 그 

결과 2차원 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환의 방향 선택성

을 증가시킬 수 있었다. 실험을 통해서 제안된 3방향 분

리처리 이중 밀도 이산 웨이브렛 변환이 완전재생을 만

족하고 다른 웨이브렛 변환보다 그 성능도 우수하다는 

것을 확인하였다. 그리고 잡음 제거 실험에서 여러 다른 

웨이브렛 변환 보다 잡음 제거 성능이 우수하다는 것을 

증명하였다. 결과적으로 제안된 3방향 분리처리 이중 밀

도 이산 웨이브렛 변환은 이동 불변의 특성을 근사적으

로 만족하며, 이중 트리 이산 웨이브렛 보다 많은 방향 

선택을 갖는다. 그러나 세 종류만의 FIR 필터를 사용하

기 때문에 간단하면서도 고속의 변환을 수행할 수 있다. 
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