
Journal of the Korea Academia-Industrial 
cooperation Society
Vol. 16, No. 8 pp. 5654-5663, 2015

http://dx.doi.org/10.5762/KAIS.2015.16.8.5654
ISSN 1975-4701 / eISSN 2288-4688

5654

불포화토에 대한 반복삼축압축시험의 요소시뮬레이션을 위한 

응력-변형율 관계의 수립

이충원1*

1국민안전처 국가민방위재난안전교육원

Inducing stress-strain relationship for element simulation of
cyclic triaxial test on unsaturated soil

Chung-Won Lee1*

1National Civil Defense and Disaster Management Training Institute, Ministry of Public Safety and Security

요  약  부(-)의 간극수압으로서 불포화토 내에 작용하는 석션은 입자간 응력을 증가시키며, 이에 따라 토립자 골격의 항복응
력 및 소성전단강성을 증대시키는 등, 불포화토의 역학적 특성에 지대한 영향을 미친다. 따라서, 본 연구에서는 이러한 석션
의 효과를 지진 등의 동적 하중조건에서 고려하기 위하여 불포화토에 대해 확장된 반복탄소성구성식에 근거한 응력-변형율 
관계를 제 1 항복함수 및 제 2 항복함수를 고려하여 유도하였다. 본 관계를 2차원 및 3차원 수치해석에서 액상화 이후의 
압밀거동 예측 등에 적용하는 경우에는 평균골격응력(Mean skeleton stress)의 변화를 반영하는 제 2 항복함수의 도입이 필요
하나, 요소시뮬레이션에서는 제 1 항복함수만으로도 수치해석을 위한 각 물성치 및 석션 파라미터 결정이 가능할 것으로 
사료된다. 본 관계와 응력반전을 반영한 반복재하 루틴을 함께 코딩(Coding)할 경우 불포화조건 하에서의 반복삼축압축시험
에 대한 수치해석적 모사가 가능할 것으로 보이며, 본 연구결과는 동적 하중이 작용하는 불포화토 거동 예측의 정확도 제고
에 기여할 것으로 전망된다.

Abstract  In the unsaturated soil, suction, the negative pore water pressure leads to increases of the yield stress and
the plastic shear stiffness of the soil skeleton due to the growth in interparticle stress. Therefore, in this study, the
stress-strain relationship based on cyclic elasto-plastic constitutive model extended for unsaturated soil considering the
1st and the 2nd yield functions was induced in order to account for these effects of suction under the dynamic loading 
condition such as the earthquake. Through the program code considering this relationship and the routine of the cyclic
loading with the reversion of loading direction, the numerical simulation of the cyclic triaxial test under the 
unsaturated condition would be possible. It is expected that the results of this study possibly contribute to the accuracy
improvement on the prediction of unsaturated soil behavior under the dynamic loading condition.

Keywords : Cyclic elasto-plastic constitutive model, Dynamic loading, Element simulation, Stress-strain relationship,
Suction
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1. 서 론

사질토의 동적거동을 표현하는 구성식에는 여러 가지 

종류가 제안되어 왔다. 이 때, 지진시의 동적해석을 염두
에 둔 경우에는 2차원 및 3차원에 대하여 대응할 수 있

는 객관성을 보유하며, 반복재하 중에 발생하는 일정 수
준의 변형율 레벨 (전단변형율 약 10%)을 재현할 수 있
는 모델이 필요하다. 본 조건을 만족하는 사질토의 구성
법칙으로 Oka et al.[1]의 반복탄소성 구성모델 (Cyclic 
elasto-plastic constitutive model)이 있다. 본 모델은 
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Oka[2]의 모델을 기본으로 하여, Taguchi et al.[3], 
Tateishi et al.[4]이 보다 다양한 사질토의 반복거동을 
재현하기 위하여 여러 가지의 확장을 행한 것이다. 본 구
성식에는 다음과 같은 특징이 있다.

1) 응력파라미터로서 상대응력비를 일반화한 회전경
화[5]를 사용하고 있어, 주응력의 회전 등의 다차
원응력상태를 고려할 수 있다.

2) 경화법칙으로서 비선형이동경화법칙[6,7]을 사용
하고 있어, 반복재하시의 응력반전시에 경화파라
미터를 초기화할 필요가 없으므로, 지진시와 같은 
랜덤한 재하조건에 대하여 적용성이 높다.

3) 경계면으로서 과압밀경계면[8]을 도입하여, 이에 
의해 변상응력을 결정함에 의하여 과압밀에 동반

되는 다일레이턴시량의 감소 등을 표현할 수 있다.
4) 일반화된 유동법칙[9]을 사용함에 의해, 여러 종류
의 사질토가 보유하고 있는 응력-다일레이턴시 관
계를 재현할 수 있다.

5) 소성변형율량에 의존하는 전단계수를 사용함에 의
해, 전단변형율 10% 정도까지의 사질토의 거동을 
재현할 수 있다[3,4].

불포화토에는 부(-)의 압력인 석션 (Suction)이 작용
한다. 석션은 입자간 응력을 증가시키며, 항복응력의 증
대 및 소성변형에 대한 토립자 골격의 강성을 증대시킨

다. 본 모델은 구성식 중의 응력변수로 골격응력 
(Skeleton stress)을 사용하며, 석션에 의한 흙의 골격구
조 변화를 사질토의 탄소성구성식에 도입함으로써 불포

화토에 대하여 확장된 구성식을 사용한다[10].
본 구성모델에서 석션 (Suction)에 대한 영향을 수치

해석에서 정확히 고려하기 위해서는 석션 파라미터 

(Suction parameter)의 결정이 필요하다. 석션 파라미터

는 전체 석션 해방후의 강도저감율 ( ,  ), 초기

석션 작용시의 강도증가율 ( ,  ), 강도변화 속도조

절 파라미터 ( , )를 말하며, 각 석션 레벨에 대하여 

불포화토에 대한 배수·배기 삼축압축시험을 수행한 후, 
그 결과를 본 구성모델에 의한 요소시뮬레이션을 수행하

여 근사시킬 수 있는 파라미터를 데이터 조정방법 (Data 
adjusting method)에 의한 시행착오 (Trial and error)를 
통해 구하여야 한다. 특히, 지진 등의 동적 하중 
(Dynamic loading)이 작용하는 불포화 지반구조물의 거

동 분석을 위해서는 본 구성모델에 의한 반복삼축압축시

험 (Cyclic triaxial test)의 요소 시뮬레이션이 가능하여
야 하나, 현재까지 이에 대한 연구는 미진한 실정이다. 
따라서, 본 연구에서는 수치해석을 위한 각 물성치와 함
께 석션을 고려한 반복삼축압축시험의 요소시뮬레이션

을 위해, 불포화토에 대하여 확장된 Oka의 반복탄소성
구성식에 근거한 응력-변형율 관계를 유도함으로써 석션 
파라미터의 합리적 결정 및 동적 하중이 작용하는 불포

화토 거동 예측의 정확도 제고에 기여하고자 하였다. 

2. Oka의 반복탄소성구성식

2.1 골격응력

본 모델에서는, 포화 사질토의 구성식을 불포화 사질
토로 확장하기 위하여, 응력변수로서 골격응력(Skeleton 

stress) ′를 사용한다[10,11,12,13,14].

ij
F

ijij p δσσ −=′ (1)

여기서, 는 전응력텐서, 는 평균간극압력, 는 

Kronecker’s delta이다. 평균간극압력   는 아래의 식
으로 표시된다.

( ) a
r

f
r

F pSpSp −+= 1 (2)

여기서, 은 포화도,  , 는 각각 액상, 기상에 가해
지는 압력이며, 골격응력텐서의 제1불변량

(′′′)의 1/3을 평균골격응력(Mean 

skeleton stress) ′이라고 한다. 

2.2 과압밀경계면

일반적으로 사질토는 과압밀상태에 있으며, 전단 초
기단계에서는 탄성거동이 탁월하다. 이 때문에, Oka et 
al.[1]의 반복탄소성모델에서는 의사적 과압밀상태를 상

정한 과압밀경계면 의 개념을 도입하고 있다. 는 다

음의 식으로 나타난다.

mb

m
mb Mf

σ
σ

η
′
′

+= ln**
)0( (3)
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여기서, 

는 응력비텐서 (

  ′), 
는 

압밀종료시의 

의 값이다. 또한, 는 편차응력 텐서 

(  ′ ′ )이며, 

은 변상응력비 (전단

변형 과정에서 최대 체적압축변형율이 발생하는 시점에

서의 응력비 의 값,   
 
  )이다.

  의 경우에는 과압밀영역을,  ≥ 의 경우

에는 정규압밀영역을 의미한다. 과압밀영역에서 사질토
가 전단을 받는 경우, 일정 범위 내에서 소성체적변형율
이 억제되는 응력경로를 그린다. 여기서, 과압밀영역 내
에서도 소성변형율이 발생하며, 이에 동반하여 더욱 과
압밀영역이 확대 또는 축소되는 것을 고려한다. Fig. 1에 
등방압밀종료시의 과압밀경계면을 나타내었다. 여기서, 

세로축인  는 편차응력텐서의 제 2 불변량 

   의 2배의 평방근을 나타내고 있다. 과

압밀경계면은 소성체적변형율의 팽창, 수축에 동반한 

′의 변화로 확대 또는 축소된다. 본래 소성체적변형

율의 변화에 의한 ′의 변화는 전단에 의한 다일레이
턴시에 기인하는 메커니즘에 의한 것이나, 여기에서는 

등방압축, 팽윤특성의 파라미터인  , 를 사용하여 표

현하고 있다. ′는 아래와 같이 나타난다.

⎟⎟
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⎝

⎛
−
+

′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

′=′ P
m

P
mbimb

e
OCR

e
ν
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κλ
σσ 0

0
*0 1

exp
1

exp
(5)

여기서, ′는 ′의 초기치, ′는 초기평균골
격응력, 는 초기간극비, 는 압축지수 (등방응력하의 

처녀재하시의 e - ln′의 관계), 는 팽윤지수 (등방

응력상태에서의 제하 및 재재하시의 e - ln′의 관계), 

는 소성체적변형율,  는 의사과압밀비

( ′′)이다. 

석션이 변화하면 흙의 특성은 크게 변화한다. 일반적
으로, 석션이 감소하면 전단강도가 저하하는 것이 알려져 
있다. 본 구성모델에서는 습윤(Wetting), 건조(Drying)에 

동반한 석션의 변화를 ′에 도입하였다[1,15].
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Fig. 1. Overconsolidation boundary surface (Oka et al. 
1999)

여기서, 는 전체 석션 해방후의 강도저감율, 는 

초기석션작용시의 강도증가율, 는 강도변화속도를 조

절하는 파라미터, 

는 초기석션,  는 현재의 석션

이다. Fig. 2에 석션과 ′의 변화를 나타내는 모식도
를 나타내었으며, Fig. 3에 석션의 효과에 의한 과압밀경
계면의 변화의 모식도를 나타내었다. 초기상태로부터 습
윤에 의하여 석션해방이 일어나면 강도가 저하되어 과압

밀경계면이 축소된다.

E

Fig. 2. Schematic figure of strength decrease rate by 
degradation of suction

σ’m
σ’mbSIEσ’mb

√2J2

0

M＊
m

fb=0

fb=0

Fig. 3. Schematic figure of shrinkage of overconsolidation 
boundary surface by degradation of suction
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2.3 소성전단강성

본 구성모델에서는 소성전단계수를 석션의 함수로 정

의하여 석션 변화에 따른 소성의 변화를 통해 토립자 골

격의 강성변화를 표현한다. 여기서는 이동경화의 속도를 

조정하는 파라미터  를 정의하며, 이 값이 클수록 경
화가 촉진된다. 석션의 영향에 의한 강도변화는 다음 식
으로 표현된다.
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(7)

여기서, 

는  의 초기값이며, 는 전체 석션 해

방후의 강도저감율, 는 초기석션작용시의 강도증가

율이다. 또한, 는 강도변화속도를 조절하는 파라미

터, 

는 초기석션,  는 현재의 석션이다. 

3. 요소시뮬레이션을 위한 응력-변형율 

관계의 유도

본 장에서는 불포화토에 대하여 확장된 Oka의 반복
탄소성구성식에 근거하여 요소시뮬레이션을 위한 응력-
변형율 관계를 유도하고자 한다. 경화가 발생하는 탄소
성체의 부하함수는 일반적으로 다음과 같이 나타난다.

    (8)

여기서, 는 부하이력을 나타내는 파라미터, 는 항

복곡면의 위치와 형상을 나타내는 파라미터로서 초기항

복시에 =0이다. 항복곡면의 내부(  )는 탄성상태, 

항복곡면상(  )은 소성상태를 나타내며,   인 
상태는 존재하지 않는다.

어떤 응력상태 ()로부터 소성유동을 일으키는 미

소응력 증분 를 받은 상태 (  )로 변화하

였을 때에 대하여 생각한다. 응력의 변화에 따라 도 

변화하므로, 두 상태에서의 항복곡면은 다음 식과 같이 
된다.

            (9)

항복함수가 와 에 대하여 미분가능하다면, 식 

(9)를 만족하기 위해서는 항복함수의 전미분이 0이어야 
한다. 즉, 다음 식을 만족하여야 한다.

∂
∂
 ∂

∂
   (10) 

본 식을 적합조건(Consistency condition)이라고 한
다. 본 연구의 구성모델에서 항복함수는 다음의 식으로 
주어지는 스칼라 함수이다.

1 2

1 0y ij ij ij ijf kη χ η χ
/⎧ ⎫∗ ∗ ∗ ∗⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
= − − − = (11)

 

2  
0

ln 0m
y m m d

m

f M y Rσ
σ

′
∗ ∗

′

⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠ (12)

여기서, 은 제 1 항복함수, 는 제 2 항복함수라고 

하며, 

는 비선형 이동경화 파라미터로서 탄성영역의 

이동을 나타낸다. 이와 같이, 탄성영역의 변화를 결정하

는 함수를 경화함수라고 한다. 는 탄성영역의 크기를 

제어하는 수치 파라미터이며, 

는 스칼라량의 이동경

화 파라미터이다. 
′
는 평균골격응력의 단위값이며, 

는 스칼라량의 변수이다. 이동경화 파라미터인 


은 다음과 같이 분해된다.

1 2m m mdy dy dy∗ ∗ ∗= + (13)

1 2 2 1( )p p
m kk m kkdy B A d y dε ε∗ ∗ ∗ ∗= − | | (14)

0
2 2

1p p
m kk kk

edy H d dε ε
λ κ

∗ ∗ +⎛ ⎞= = ⎜ ⎟−⎝ ⎠ (15)

은 응력비의 변화에 대한 항복함수로, 과압밀영역

에서의 거동이 중심이 되는 액상화현상을 취급하는 경우

에는 응력비의 변화가 중요하므로 이 지배적이 되나, 

보다 일반적인 응력상태에서는 를 고려할 필요가 있

다. 식 (11)에서 

을 부하이력을 나타내는 파라미터라

고 하면, 여기에서의 적합조건은 다음과 같이 된다. 

 
 0ij ij
ij ij

f fdf d dσ χ
σ χ

′ ∗
′ ∗

∂ ∂
= + =
∂ ∂

 
 '

   0m kl
ij ij ij

m ij kl ij ij

sf f fd d d
s

σ σ σ χ
σ σ σ χ

′
′ ∗

′ ′ ′ ∗

∂ ∂∂ ∂ ∂
= + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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 '
 

1 1( ) 0
3 3ij ij ik jl ij kl ij ij

m kl ij

f f fd d d
s

δ σ δ δ δ δ σ χ
σ χ

′ ∗
′ ∗

∂ ∂ ∂
= + − + =
∂ ∂ ∂

 
 0m ij ij
m ij ij

f f fd ds d
s

σ χ
σ χ

′ ∗
′ ∗

∂ ∂ ∂
= + + =
∂ ∂ ∂ (16)

여기서,  
  1

3
  

( ) 1
3

kkm
ij

ij ij

σσ δ
σ σ

′′

′ ′

∂∂
= =

∂ ∂ (17)

 

 
kl

ik jl
ij

σ δ δ
σ

′

′

∂
=

∂ (18)

  
  ( )kl

kl m kl
ij ij

s σ σ δ
σ σ

′ ′
′ ′

∂ ∂
= −

∂ ∂

  

  

1
3

kl m
kl ik jl ij kl

ij ij

σ σ δ δ δ δ δ
σ σ

′ ′

′ ′

∂ ∂
= − = −
∂ ∂ (19)

' ' '1 ( )
3ik jl ij kl ij kl m kl ij

kl kl ij

f f fd d d ds
s s s

δ δ δ δ σ σ σ δ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− = − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ (20)

이동경화 파라미터의 발전식은 다음과 같이 정의된다.

p p
ij ij ijd B A de dχ χ γ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − (21)

1 2p p p
kl kld de deγ

/∗ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= (22)

여기서,   ,  는 재료 파라미터, 

는 소성편차변

형율증분 텐서, 는 소성편차변형율증분 텐서의 제 

2 불변량을 나타낸다. 재료 파라미터    및  는 각

각 식 (23) 및 식 (24)와 같이 파괴응력비 
  및 ′

로 정규화된 초기 소성전단강성  와 등가임이 알려

져 있다.    

fA M∗ ∗= (23)

*

P

f

GB
M

∗ =
(24)

식 (21)에 식 (22)를 대입하면 다음의 식이 얻어진다.

1 2p p p
ij ij ij kl kld B A de de deχ χ

/⎧ ⎫∗ ∗ ∗ ∗⎪ ⎪⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
= −

(25)

비관련유동법칙(Non-associate flow rule)에 의하여,

p
ij ijkl

ij

gd Hε
σ ′

∂
=

∂ (26)

2p
ij

ij

gde b
s
∂

=
∂ (27)

(3 2 )p
kk

m

gd a bε
σ ′

∂
= +

∂ (28)

( )ijkl ij kl ik jl il jkH a bδ δ δ δ δ δ= + + (29)

 1 2

 ln 0m
ij ij ij ij

ma

g M
ση χ η χ
σ

′/⎧ ⎫ ∗∗ ∗ ∗ ∗⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

⎛ ⎞
= − − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
%

(30)

여기서, 은 4계 등방텐서, 와 는 응력과 변형율

의 상태에 의존하는 스칼라 함수이다. 는 소성퍼텐셜

함수이며, 은 다일레이턴시 함수, ′는 수치 파
라미터이다. 따라서,

1 2

2ij ij
ij pq pq

g g gd B A b
s s s

χ χ
/

∗ ∗ ∗ ∗
⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭ (31)

식 (31)을 식 (16)에 대입하면 다음의 식이 얻어진다.

1 2

 
 2m ij ij
m ij ij ij pq pq

f f f g g gd ds b B A
s s s s

σ χ
σ χ

/

′ ∗ ∗ ∗
′ ∗

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪+ + − ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭ (32)

식 (32)는 다음과 같이 쓸 수 있다.

( ){ }
 

 

1 2
2 klm

ij pq pqij

f f
m kls

f g g g
ijs s s

d ds
b

B A

σ

χ

σ

χ

′

∗

′∂ ∂
∂∂

/
∂ ∂ ∂ ∂∗ ∗ ∗

∂ ∂ ∂∂

+
=
− − (33)

식 (33)의 분모를 계산하면,

1 2

ij
ij ij pq pq

f g g gB A
s s s

χ
χ

/

∗ ∗ ∗
∗

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪− − ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

1 2

  

{( )( )}1 1ij ij ij ij pq pq pq pq
ij

m m

B A
χ χ χ

η χ η χ η χ η χ
χ

σ ση η η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ /
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗′ ′

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎪ ⎪= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟| |⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

  

( )( )1 pq pq pq pqij ij ij ij ij ij
ij

m m

BA B
χ χ χ χ

η χ η χη χ η χ η χ
χ

σ ση η η η

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗′ ′

− −− − −
= −

| |

  

1 ij ij
ij

m m

BA B
χ

η χ
χ

σ σ η

∗ ∗∗
∗ ∗ ∗

∗′ ′

−
= −

| | (34)
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항복함수     로서 각 편미분항을 계산하

면,

( )( )mn mn mn mn
ij ij

f η χ η χ
χ χ

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗

∂ ∂
= − −

∂ ∂

1 ( )( )
2 ( )( )

kl kl kl kl
ijmn mn mn mn

η χ η χ
χη χ η χ

∗ ∗ ∗ ∗
∗∗ ∗ ∗ ∗

∂
= − −

∂− −

1 2 ( )
2

kl
kl kl

ijχ

χ η χ
χη

∗
∗ ∗

∗ ∗

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= − ⋅ −⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎩ ⎭

kl kl kl kl kl
ik jl

ijχ χ

η χ χ η χ δ δ
χη η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗∗

− ∂ −
= − = −

∂

ij ij

χ

η χ
η

∗ ∗

∗

−
= −

(35)

( )( )mn mn mn mn
ij ij

f
s s

η χ η χ∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂
= − −

∂ ∂

1 ( )( )
2 ( )( )

kl kl kl kl
ijmn mn mn mn

s
η χ η χ

η χ η χ
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∂
= − −

∂− −

1 2 ( )
2

kl
kl kl

ijsχ

η η χ
η

∗
∗ ∗

∗

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⋅ −⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎩ ⎭

  
1 1kl kl kl kl kl kl kl kl

ik jl
ij m ij m

s
s sχ χ χ

η χ η η χ η χ δ δ
σ ση η η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗′ ′

− ∂ − ∂ −
= = =

∂ ∂

 

1 ij ij

m χ

η χ
σ η

∗ ∗

∗′

−
=

(36)

 

   
0

( )( ) ln m
ij ij ij ij m m

m m m

f M yση χ η χ
σ σ σ

⎛ ⎞′
⎜ ⎟∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⎜ ⎟

′ ′ ′⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
= − − + −⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

( )
( )

 

 
0

 

 
0

  

ln1 1( )( )
2 ( )( ) ln

m

m

m

m

m

kl kl kl kl m
m mij ij ij ij m

y
M

y

σ
σ

σ
σ

η χ η χ
σ ση χ η χ

′

′

′

′

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
′ ′∗ ∗ ∗ ∗ ∗

−∂
= − − +

∂− − −

   

1 1( ) ( )
2

kl kl
kl kl kl kl

m m m

D
χ

η ηη χ η χ
σ σ ση

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

′ ′ ′∗

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪= − + − +⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

     

1 1kl kl kl kl kl kl

m m m m m

sD D
χ χ

η χ η η χ
σ σ σ σ ση η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ ′ ′ ′ ′∗ ∗

− ∂ − ∂
= + = +

∂ ∂

 2     

1 1 1kl kl kl kl kl kl

m m m m m

s sD D
aχ χ

η χ η χ
σ σ σ ση η

∗ ∗ ∗ ∗

′ ′ ′ ′ ′∗ ∗

⎛ ⎞− −
= − + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )
( )

 

 
0

 

 
0

  

ln( )1 1 ,
ln

m

m

m

m

mkl kl kl
m

m m m

y
D D M

y

σ
σ

σ
χ

σ

η η χ
σ ση

′

′

′

′

∗
∗ ∗ ∗

∗
′ ′∗ ∗

−−
= − + =

− (37)

( )( )mn mn mn mn
ij ij

g
s s

η χ η χ∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂
= − −

∂ ∂

1 ( )( )
2 ( )( )

kl kl kl kl
ijmn mn mn mn

s
η χ η χ

η χ η χ
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∂
= − −

∂− −

1 2 ( )
2

kl
kl kl

ijsχ

η η χ
η

∗
∗ ∗

∗

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⋅ −⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎩ ⎭

  
1 1kl kl kl kl kl kl kl kl

ik jl
ij m ij m

s
s sχ χ χ

η χ η η χ η χ δ δ
σ ση η η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗′ ′

− ∂ − ∂ −
= = =

∂ ∂

 

1 ij ij

m χ

η χ
σ η

∗ ∗

∗′

−
=

(38)

  

1( )( )ij ij ij ij
m m m

g
Mη χ η χ

σ σ σ
∗∗ ∗ ∗ ∗

′ ′ ′

∂ ∂
= − − +

∂ ∂
%

 

1 1( )( )
2 ( )( )

kl kl kl kl
m mij ij ij ij

Mη χ η χ
σ ση χ η χ

∗∗ ∗ ∗ ∗
′ ′∗ ∗ ∗ ∗

∂
= − − +

∂− −
%

 

1 12 ( )
2

kl
kl kl

m m
M

χ

η η χ
σ ση

∗
∗∗ ∗

′ ′∗

⎧ ⎫∂
= ⋅ − +⎨ ⎬∂⎩ ⎭

%

    

1 1kl kl kl kl kl kl

m m m m m

sM M
χ χ

η χ η η χ
σ σ σ σ ση η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗∗

′ ′ ′ ′ ′∗ ∗

− ∂ − ∂
= + = +

∂ ∂
%

2     

1 1 1kl kl kl kl kl kl

m m m m m

s sM M
χ χ

η χ η χ
σ σ σ σ ση η

∗ ∗ ∗ ∗
∗∗

′ ′ ′ ′ ′∗ ∗

⎛ ⎞− −
= − + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
%

 

1 ( )kl kl kl

m

M
χ

η η χ
σ η

∗ ∗ ∗
∗

∗′

⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭ (39)

여기서,

1 2{( )( )}ij ij ij ijχ η χ η χη ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ /= − − (40)

ij
ij

m

s
η

σ
∗

′=
(41)

식 (33)에 식 (34), 식 (36) 및 식 (37)을 대입하면 다
음의 식을 얻는다.

{ } { }  

  

( )  1 1

1 1
2

kl kl kl mn mn

m m

ij ij

m m

m mn

ij

D d ds
b

A B B
χ χ

χ

η η χ η χ
σ ση η

η χ

σ σ η

σ

χ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ ′∗ ∗

∗ ∗

′ ′ ∗

− −′

−∗ ∗ ∗ ∗
| |

− +
=

− (42)

삼축압축 조건 (′ ′  ′)에서, 
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2
3

  1
3

1
3

0 0
0 0
0 0

ij ij m ij

q
s q

q
σ σ δ′ ′

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠ (43)

여기서, 

  
11 33q σ σ′ ′= − (44)

     
11 11 11 33 11 33

1 2 2( 2 ) ( )
3 3 3

s qσ σ σ σ σ′ ′ ′ ′ ′= − + = − =
(45)

     
33 33 11 33 11 33

1 1 1( 2 ) ( )
3 3 3

s qσ σ σ σ σ′ ′ ′ ′ ′= − + = − − = −
(46)

22 33s s= (47)

 

 

 

2
3

1
33 113 

1
3

0 0
10 0
2

0 0

m

m

m

q

ij q
ij

m q

s σ

σ

σ

η η η
σ

′

′

′

∗ ∗ ∗
′

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = − ⎯→ = −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

(48)

1 2{( )( )}ij ij ij ijχ η χ η χη ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ /= − −

1 2
11 11 11 11 33 33 33 33{( )( ) 2( )( )}η χ η χ η χ η χ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ /= − − + − −

1 2

11 11 11 11 11 11 11 11
1 1 1 1( )( ) 2
2 2 2 2

η χ η χ η χ η χ
/⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎪ ⎪∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

= − − + − + − +

11 11
3
2
η χ∗ ∗= | − |

(49)

의 각 부분을 다음과 같이  ,   및 로 치환한
다.

11 11 11 33 33 33( ) ( ) 2 ( )kl kl kl A
χ χ

η η χ η η χ η η χ
η η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

− − + −
= =

(50)

11 11 11 33 33 33( ) 2( )mn mn
mn

ds dsds
χ χ

η χ η χ η χ
η η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

− − + −
=

2 2
3 311 11 33 33( ) ( )dq dq

χ

η χ η χ
η

∗ ∗ ∗ ∗

∗

− − −
=

11 11 33 33( ) ( )2
3

dq B dq
χ

η χ η χ
η

∗ ∗ ∗ ∗

∗

− − −
= = ⋅

(51)

11 11 11 33 33 33( ) ( ) 2 ( )ij ij ij C
χ χ

χ η χ χ η χ χ η χ
η η

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

− − + −
= =

(52)

따라서, 는 다음과 같이 쓸 수 있다.

{ } { }  

  

( )  1 1

1 1
2

kl kl kl mn mn

m m

ij ij

m m

m mn

ij

D d ds
b

A B B
χ χ

χ

η η χ η χ
σ ση η

η χ

σ σ η

σ

χ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ ′∗ ∗

∗ ∗

′ ′ ∗

− −′

−∗ ∗ ∗ ∗
| |

− +
=

−

  

  

 1 1

1 1

( ) ( )

( )
m m

m m

D A dp B dq

A B C B
σ σ

σ σ

′ ′

′ ′

′

∗ ∗ ∗
| |

− + ⋅
=

− ⋅ (53)

여기서, 

    
11 22 33

1 1 ( )
3 3m kk mp d dpσ σ σ σ σ σ′ ′ ′ ′ ′= = + + = ⎯→ = (54)

전체변형율증분 텐서 는 다음과 같이 표현된다.

1 1
3 3

e e p p
ij kk ij ij kk ij ijd d de d deε ε δ ε δ= + + +

 

  
0

1 1 12 2
1 3 2 3

m
ij ij ij

m m ij

d g gds b b
e s

σκ δ δ
σ µ σ

′

′ ′

∂ ∂
= + + +

+ ∂ ∂

 

   
0

( )1 1 1 1 12 2
1 3 2 3

ij ijm kl kl kl
ij ij ij

m m m

d ds b M b
e χ χ

η χσ η η χκ δ δ
σ µ σ ση η

∗ ∗′ ∗ ∗ ∗
∗

′ ′ ′∗ ∗

⎧ ⎫ −−⎪ ⎪= + + − +⎨ ⎬
+ ⎪ ⎪⎩ ⎭ (55)

여기서,  

 01 2
3m

eK σ λ µ
κ

′+
= = +

(56)

3(1 2 )
2(1 )

E E Kµ ν
ν

= ⎯→ = −
+ (57)

 

0

1
1

e m
kk m

m

dd d
K e

κ σε σ
σ

′
′

′= =
+ (58)

식 (55)는 축방향을 “11”로 정의하여 다음과 같이 쓸 
수 있다.

 
11 11

11 11   
0

( )1 1 1 1 12 2
3 (1 ) 2 3

m kl kl kl

m m m

dd ds b M b
e χ χ

σ η η χ η χκε
σ µ σ ση η

′ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

′ ′ ′∗ ∗

⎧ ⎫− −⎪ ⎪= + + − +⎨ ⎬+ ⎪ ⎪⎩ ⎭

 
11 11

  
0

( )1 1 2 1 12
3 (1 ) 2 3 3

kl kl kl

m m

dp dq b M
e χ χ

η η χ η χκ
σ µ σ η η

′ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

′ ′ ∗ ∗

⎡ ⎤⎧ ⎫− −⎪ ⎪= + + − +⎢ ⎥⎨ ⎬+ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦ (59)

여기서,

11
2
3

ds dq=
(60)
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식 (59)에 식 (50) 및 식 (53)을 대입하면 다음과 같은 
식을 얻는다.

 

11  
0

1 1
3 (1 ) 3m

dpd dq
e

κε
σ µ

′

′= +
+

  

  

 1 1
11 11

 1 1

( ) ( )1 1 ( )
( ) 3

m m

m m
m

D A dp B dq
M A

A B C B
σ σ

χσ σ

η χ
σ η

′ ′

′ ′

′ ∗ ∗
∗

′ ∗∗ ∗ ∗
| |

⎧ ⎫− + ⋅ ⎧ ⎫−⎪ ⎪⎪ ⎪+ − +⎨ ⎬⎨ ⎬− ⋅ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭ (61)

배수 삼축압축시험의 경우, 

 1
3

dp dq′ =
(62)

따라서,

11  
0

1 1 1 1
3 (1 ) 3 3m

d dq dq
e

κε
σ µ′= ⋅ +

+

  

  

1 1 1
3 11 11

 1 1

( ) ( )1 1 ( )
( ) 3

m m

m m
m

D A dq B dq
M A

A B C B
σ σ

χσ σ

η χ
σ η

′ ′

′ ′

∗ ∗
∗

′ ∗∗ ∗ ∗
| |

⎧ ⎫− ⋅ + ⋅ ⎧ ⎫−⎪ ⎪⎪ ⎪+ − +⎨ ⎬⎨ ⎬− ⋅ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

  

  

1 1 1
3 11 11

  1 1
0

( )1 1 1 1 1 ( )
9 (1 ) 3 ( ) 3

m m

m m
m m

D A B
M A dq

e A B C B
σ σ

χσ σ

κ η χ
σ µ σ η

′ ′

′ ′

∗ ∗
∗

∗′ ′ ∗ ∗ ∗
| |

⎡ ⎤⎧ ⎫⋅ − + ⎧ ⎫−⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= + + − +⎨ ⎬⎨ ⎬+ − ⋅⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭⎣ ⎦ (63)

( ) { }1 1 1
 3  

11 11
  1 10   

11

( )
1 1 1 1 1
9 (1 ) 3 3( )

( )m m

m m
m m

D A B

e A B C B

ddq
M Aσ σ

χσ σ

η χκ
µσ σ η

ε
∗ ∗′ ′

′ ′ ∗ ∗ ∗ ∗
′ ′| |

⋅ − +
−∗

+ − ⋅

=
⎡ ⎤⎧ ⎫+ + − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦ (64)

소성체적변형율증분은 다음의 식으로 구해진다.

   

( )1 12 2 2 ( )p kl kl kl
kk

m m m

gd b b M b M A
χ

η η χε
σ σ ση

∗ ∗ ∗
∗ ∗

′ ′ ′∗

⎧ ⎫−∂ ⎪ ⎪= = − = −⎨ ⎬∂ ⎪ ⎪⎩ ⎭ (65)

이동경화 파라미터의 발전식은 다음의 식과 같이 쓸 

수 있다.

p p
ij ij ijd B A de dχ χ γ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

  

1 22 ij ij
ij

m m

bB A b
χ

η χ
χ

σ ση

∗ ∗
∗ ∗ ∗

′ ′∗

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ (66)

식 (66)은 축방향과 횡방향에 대하여 각각 식 (67) 및 
식 (68)과 같이 쓸 수 있다. 여기서, 축방향 및 횡방향을 
각각 “11”과 “33”으로 정의한다. 즉,

11 11
11 11  

1 22
m m

bd B A b
χ

η χχ χ
σ ση

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

′ ′∗

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ (67)

33 33
33 33  

1 22
m m

bd B A b
χ

η χχ χ
σ ση

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

′ ′∗

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ (68)

여기서,

1 2 2p p p
kl kl

m

bd de deγ
σ

/∗ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ′⎝ ⎠

= =
(69)

 

12 2p kl kl
kl

kl m

gde b b
s χ

η χ
σ η

∗ ∗

′ ∗

−∂
= =

∂ (70)

만약 평균골격응력이 변화하지 않는다면, 제 2 항복

함수 는 해석에 반영되지 않는다. 이 경우,   

이고   이므로, 와 는 다음과 같이 표현된다.

{ } { }  

  

( )  1 1

1 1
2

kl kl kl mn mn

m m

ij ij

m m

m mn

ij

d ds
b

A B B
χ χ

χ

η η χ η χ
σ ση η

η χ

σ σ η

σ

χ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ ′∗ ∗

∗ ∗

′ ′ ∗

− −′

−∗ ∗ ∗ ∗
| |

− +
=

−

  

  

 1 1

1 1

( ) ( )

( )
m m

m m

A dp B dq

A B C B
σ σ

σ σ

′ ′

′ ′

′

∗ ∗ ∗
| |

− ⋅ + ⋅
=

− ⋅ (71)

( ) { }1 1 1
 3  

11 11
  1 10   

11

1 1 1 1 1
9 (1 ) 3 3( )

( )m m

m m
m m

A B

e A B C B

ddq
M Aσ σ

χσ σ

η χκ
µσ σ η

ε
∗ ∗′ ′

′ ′ ∗ ∗ ∗ ∗
′ ′| |

− ⋅ +
−∗

+ − ⋅

=
⎡ ⎤⎧ ⎫+ + − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦ (72)

상기와 같이 반복삼축압축시험의 요소시뮬레이션을 

위한 응력-변형율 관계가 유도된다. 이를 응력반전을 고
려한 반복재하와 함께 코딩(Coding)할 경우, 반복삼축압
축시험을 수치해석적으로 모사할 수 있을 것이다.

                                    

4. 결 론

본 연구는 불포화토에 대하여 확장된 Oka의 반복탄
소성구성식에 근거한 요소시뮬레이션 기법 정립을 위한 

것으로, 불포화토에서의 부(-)의 압력인 석션(Suction)의 
효과를 지진 등의 동적 하중조건에서 고려하기 위하여 

불포화토에 대해 확장된 반복탄소성구성식에 근거한 응

력-변형율 관계를 제 1 항복함수 및 제 2 항복함수를 고
려하여 유도하였다. 본 연구로부터 얻은 결론은 다음과 
같다. 
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1) 불포화토의 역학적 특성에 영향을 미치는 석션을 
고려하여 반복삼축압축시험의 요소시뮬레이션을 

위한 응력-변형율 관계의 유도가 가능함을 알 수 
있었다. 본 관계를 응력반전을 고려한 반복재하와 
함께 코딩(Coding)할 경우, 반복삼축압축시험의 
수치해석적 모사가 가능할 것으로 판단된다.

2) 본 관계를 2차원 및 3차원 수치해석에서 액상화 
이후의 압밀거동 예측 등에 적용하는 경우에는 평

균골격응력 (Mean skeleton stress)의 변화를 반영
하는 제 2 항복함수의 도입이 필요하나, 요소시뮬
레이션에서는 제 1 항복함수만으로도 수치해석을 
위한 각 물성치 및 석션 파라미터 결정이 가능할 

것으로 사료된다.   
3) 본 연구결과는 각 물성치 및 석션 파라미터의 합리
적 결정과 함께 동적 하중이 작용하는 불포화토 거

동 예측의 정확도 제고에 기여할 것으로 전망된다.
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