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평면 직렬 메커니즘의 기하학적 속도 및 힘 해석 
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Abstract: The kinematics with the instantaneous motion and statics of a manipulator has generally been proven algebraically. The 
algebraic solutions give very simple and straightforward results but the solutions do not have any meaning in physics or geometry. 

Therefore it is not easy to extend the algebraic results to design or control a robotic manipulator efficiently. Recently, geometrical 
approach to define the instantaneous motion or static relation of a manipulator is popularly researched and the results have very 
strong advantages to have a physical insight in the solution. In this paper, the instantaneous motion and static relation of a planar 
manipulator are described by geometrical approach, specifically by an axis screw and a line screw. The mass center of a triangle with 
weight and a perpendicular distance between the two screws are useful geometric measures for geometric analysis. This study 
provides a geometric interpretation of the kinematics and statics of a planar manipulator, and the method can be applied to design or 
control procedure from the geometric information in the equations. 
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I. 서론 

현대 산업사회에서는 로봇을 이용하는 작업환경이 점점 

더 복잡해지고 있다. 대부분의 공학자들은 로봇설계에 있어

서 원하는 작업범위와 모터의 용량을 좀 더 쉽게 결정하는 

방법을 원한다. 일반적으로 로봇공학에서 제시된 속도해석이

나 정적 힘 해석은 자코비안 행렬을 이용한다[1]. 자코비안 

행렬을 이용하여 로봇을 분석하는 연구들이 활발히 수행되

어왔다[2-4].  

일반적으로 자코비안 행렬은 끝점의 위치 벡터를 관절 공

간의 변수로 미분하는 것으로 구해진다. 구해진 자코비안 행렬

은 로봇의 순간적인 위치에서 관절 속도 공간을 끝점 속도공

간으로 선형 변환한다. 또한 자코비안의 역행렬을 이용하면 목

표속도를 만드는 입력 속도를 바로 구해낼 수 있다. 하지만, 

이 방법은 다변수 함수의 기구학식으로부터 단지 수식적으로 

구해내었기 때문에 행렬에서 각 항목들이 가지는 물리적 의미

를 직관적으로 알 수는 없다[5]. 그래서 로봇 자코비안을 구

하더라도 이를 이용해서 원하는 로봇의 특성을 만족시키는 

링크를 디자인하기는 어렵다. 이러한 이유로 대부분의 로봇 

링크를 디자인하는 방법은 물리적 원리를 이용하기 보다는 

컴퓨터를 사용하여 수치적으로 해결하는데 기반을 둔다.  

최근에는 로봇기구를 해석하는데 있어서 자코비안 행렬의

물리적 의미를 이용하기 위해 기하학적으로 접근하는 몇몇 

연구들이 진행되어 왔다. 기하학적 접근은 계산에 대한 불필

요한 노력을 하지 않도록 직관성을 제공한다는 이점이 있다. 

Müller 와 Reichert 는 로봇의 정적 힘을 계산하는 새로운 기

하학적 방법을 제시하였다[6]. Zhang 은 컴퓨터 기반의 기하

학적 알고리듬을 병렬로봇에 적용하였다[7]. Borras 는 Stewart 

-Gough platform을 기하학적으로 설계하고 그에 따른 특이점 

자세를 분석하는 것에 대한 연구를 하였다[8]. Wen et al. 은 

Grassmann-Cayley algebra 를 이용하여 wrench 자코비안 행렬

을 정 · 역행으로 분석하는 방법을 제안하였고[9], Choi et al. 은 

screw theory를 이용하여 기구의 특이점을 기하학적으로 분석

하는 방법을 연구하였다[10].  

본 논문은 screw의 합성에 대한 기하학적인 새로운 방법을 

제시하여 자코비안 행렬의 의미를 분석하고자 하였다. 이렇

게 재해석된 screw는 우리에게 로봇의 속도와 힘을 해석하는

데 있어 직관성을 부여할 것이다. 이 논문은 3차원공간 기구

의 해석에 앞서 2차원 평면 기구를 먼저 분석하여 일반적인 

의미를 이끌어 내고자 하였다. 

 

II. 3-링크 평면로봇의 자코비안 

그림 1과같이 회전조인트만을 가지는 3-링크 평면로봇의 

기구학 식은 다음과 같다. 
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그림 1. 회전조인트 만을 가지는 3-링크 평면로봇. 

Fig.  1. The planar three-link serial manipulator with revolute joints. 
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또한 제시된 로봇에서 자율변수의 미분으로 이루어진 자코

비안 J 는 다음 식과 같다. 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 2 12 3 123 2 12 3 123 3 123

1 1 2 12 3 123 2 12 3 123 3 123

( ) ( )

( ) ( ) .

1 1 1

Px Px Px

J Py Py Py

l s l s l s l s l s l s

l c l c l c l c l c l c

  

  

  
  

   
 
   
   

  
   
   
 
    

      
 

   
 
  

    (2) 

 

여기서  

 

1 1 1 1 2 1 1 2 3

1 1 1 1 2 1 1 2 3

sin sin( ) sin( )

cos cos( ) cos( )

s s s

c c c

     

     

     

     
  (3) 

 

이다. 이때 식 (2)에서 자코비안의 각 성분들을 좌표성분으로 

바꾸면 다음과 같다. 
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식 (4)를 이용하면 출력되는 끝점의 속도는 다음과 같이 

표시된다. 
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여기서 
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이다. 식 (6)을 조인트 위치벡터에 수직한 방향벡터 ( ),e E e  

( ),b B b  그리고 ( )c C c 로 나타내면 
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이다. 이 때 V 는 끝점의 속도 벡터이며 이를 기하학적으로 

나타내면 그림 2처럼 끝점에서 세개의 벡터 합으로 표현된

다. 그림 2에서 볼 수 있듯이 직각 좌표계에서 자코비안을 

구하면 로봇에 작용하는 각속도들이 물리적으로 어떻게 끝

점 속도 벡터에 영향을 미치는지에 대해 직관적으로 나타나

지 않는다. 

 

그림 2. 미분을 이용한 방법으로 구한 끝점의 속도 벡터. 

Fig.  2. Vector components on end point E using differentiation. 

 

III. SCREW THEORY 

1. Twist와 Wrench  

Screw는 강체에 작용하는 힘과 모멘트 또는 각속도와 선속

도의 3차원 벡터 쌍으로 구성된 6차원 벡터이다. 이때 강체

내의 힘과 모멘트 벡터를 합쳐서 screw 벡터를 기반으로 표

현한 것이 바로 wrench이다. 이와 유사하게 각속도와 선 속

도의 쌍을 twist라고 한다. Screw 벡터의 구성요소는 방향벡터

와 원점에서 이에 수직한 방향 벡터로 표현하는 Plucker 좌표

계로 정의된다[11].  

Twist는 그림 3(a)처럼, 강체에 어떤 축을 중심으로 회전이 

가해질 때 기준 좌표계의 원점에 작용하는 속도와 각속도를 

표현하는데 이를 식으로 표현하면 
 

ˆ [ ; ] .T

x y zT v v    $                  (8) 

 

,xv yv 는 선속도이고, 
z 는 각속도이며, $ 는 식 (9)이며,  

 

0 0[ ; 1]Ty x $                     (9) 

 

여기서 
0 ,x 0y 는 $의 평면상의 위치를 표현하는 변수이다.  

따라서 평면상의 twist는 평면에 수직한 방향의 axis screw

와 각속도의 곱으로 표현된다. 

이와 유사하게 wrench는 그림 3(b)에서 보는 것처럼 강체

에 S방향으로 외력이 가해질 때 기준점에서 발생하는 힘과 

모멘트를 표현한다. 마찬가지로 공간상에서의 wrench는 
 

ˆ [ ; ]T

x y zW f f m f  S                  (10) 

 

인데, 여기서 
 

[cos sin ; ] [ ; ]T Tp c s p  S         (11) 

 

이다. 이 S를 line screw라 칭한다. 여기서 c 와 s는 S의 방향 

코사인을 의미하며 이때 θ는 S의 x축과의 각도 값이다. 또한 

p는 S와 원점 사이의 수직거리를 나타낸다. 

2. Meet와 join 

Meet와 join은 Grassmann 전개식에 의해 계산된다. 

Grassmann 전개식은 두 가지 같은 종류의 screw가 만들어내

는 다른 종류의 screw를 구할 때 유용하다. 그림 4(a)에서 보

는 것처럼 평면상에 두 axis screw가 있을 때 이를 지나는 line 

screw는 다음과 같이 계산된다. 
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(a) Plane twist on a rigid body. (b) Plane wrench on a rigid body. 

그림 3. Twist와 wrench의 물리적 의미. 

Fig.  3. Physical meaning of Twist and wrench.  

 

  
(a) Line screw across two axis 

screws. 

(b) Axis screw on intersecting 

point of two screws. 

그림 4. 두 screw에 의해 생성되는 다른 종류의 screw. 

Fig.  4. Different type of screw generated from two screws.  
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여기서 c12, s12, 그리고 p12는 $1과 $2 가로지르는 S12의 성분이

며, 이를 두 screw의 join 이라고 한다.  

이와 유사하게 그림 2(b)처럼 두 line screw가 만나는 지점

의 axis screw는 다음 식과 같이 계산된다. 
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y12와 x12는 S1과 S2가 만나는 지점의 좌표로써 $12의 성분이 

되며 이를 두 screw의 meet라고 한다.  

3. Screw를 이용한 자코비안 결정 

n개의 링크를 가지고 각 링크가 모두 회전조인트를 가지

는 평면 직렬 로봇에서 각 링크의 twist를 모두 더하고 각 조

인트 각속도로 묶어내면 끝 링크의 twist를 알 수 있다. 이때 

끝 링크의 twist는 
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이다. 여기서 J 를 screw 자코비안이라고 하며, λ 는 순간자세

에서의 조인트 각속도로 이루어진 공간벡터이다. 이를 다시 

Plucker 좌표계로 표현하면  
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이다. 식 (15)를 twist 방정식이라 한다. 

 

IV. 기하학적 해석 

1. 평면 직렬 로봇의 정방향 속도해석 

모두 회전조인트를 가지는 평면 R-R-R 로봇에 속도 해석

은 twist 방정식으로 계산한다. 로봇의 끝점에 기준좌표를 두

고 각 조인트에 각속도 ω1, ω2, ω3가 주어지면 twist 방정식은 

 

1 2 3
ˆ

1 1 1 1

A B C

A B C

y y y y

x x x x   

       
       

       
       
              

T       (16) 

 

이다. 여기서 조인트 위치벡터 ,A ,B  그리고 C 에 수직한 

벡터는 다음과 같이 표시 할 수 있다. 
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식 (17)에 표현한 벡터들을 이용하면 그림 5처럼 기준점에 

작용하는 선속도 벡터를 나타낼 수 있다. 이렇게 나타낸 선

속도 성분은 조인트에서의 물리적 회전작용을 좀 더 직관적

으로 표현한다.  

한편 twist 방정식이 가지는 수학적 의미는 각 조인트에 발

생하는 twist를 등가 twist 로 만드는 것이다. 등가 twist의 위

치와 회전 크기를 알아내기 위해 식 (16)에서 3행의 구속조

건 
1 2 3      을 이용하여 등가 twist의 좌표부분만을 

남기고 이항하면  
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      

                    
  (18) 

 

이다. 식 (18) 에서 최종 twist의 위치를 구해낼 수 있는데 이 

위치는 그림 6(b)의 삼각형 ABC에서 각 꼭지점에 무게가 ω1, 

 

 

그림 5. Twist 방정식을 이용한 방법으로 구한 끝점의 속도 

벡터 요소들. 

Fig.  5. Vector components on end point E using twist equation. 
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ω2, ω3인 질량체가 달려 있다고 생각할 때 전체의 무게중심 

점 P와 일치한다. 따라서 최종 twist의 위치를 수식적으로 구

할 수도 있지만, 각 조인트를 삼각형으로 생각하고 무게중심

을 구하면 좀더 직관적이게 구해낼 수 있다는 것이다. 이를 

연장해서 조인트가 추가되더라도 총 조인트 개수만큼의 꼭

지점을 가지는 다각형의 무게중심만 구한다면 그 지점이 끝 

링크의 twist지점이고, 최종적으로 끝점의 속도 V 는 twist 위

치 P점과 끝점 E를 연결한 선과 수직으로 발생한다.  

2. 역방향 속도해석 

3개의 회전조인트를 가지는 평면 직렬 로봇에 끝점에 속

도와 각속도가 주어지면 이를 twist로 표현할 수 있다. Twist

의 정보로부터 각 조인트의 각속도를 해석하는 것은 식 (19)

과 같이 screw 자코비안의 역행렬을 구할 수 있다. 먼저  

 

1 ˆ( )J T                          (19) 

 

이며, 여기서 1( )J  는 J 의 역행렬로 식 (20)으로 표현된다

[11].  
 

1( ) .J 

 
 

  
  

T T

23 23 1

T T

31 31 2

T T

12 12 3

S /S $

S /S $

S /S $

                    (20) 

 

최종적으로 각 조인트의 각속도는 다음과 같이 axis screw

와 line screw의 내적으로 표현할 수 있다. 
 

       (21) 

 

기하학적으로 각 조인트 각속도는 ni과 di처럼 axis screw와 

line screw 의 기하학적 길이정보로 구할 수 있다. 

조인트 각속도를 알아내기 위한 다른 방법은, 해석기하학

을 이용하여 정방향해석과 같이 무게중심을 이용하는 것이

다. 그림 7과 같이 질량이 없는 삼각형의 무게중심은 교점 

PABC에 위치한다. PAB, PBC, PCA는 각각 AB, BC, CA의 중심점이

다. 이 중심점 들과 맞은편 방향의 각 꼭지점들을 지나는 직

선을 LA,BC, LB,CA, LC,AB라 하면 이 세 직선은 단 하나의 교점 

PABC를 든다. 만약 각 꼭지점에 무게가 있다고 한다면 무게

중심 공식을 이용하여 각 중심점들을 계산할 수 있다. 

 

그림 7. 무게중심을 찾기 위한 기하학적 방법. 

Fig.  7. Geometrical method to obtain the center of mass.  

 

  

(a) Center points PAB, PBC, PCA 

of inverse method. 

(b) Angular velocity versus length 

ratio. 

그림 8. 기하학적으로 조인트 각속도를 구해내는 방법. 

Fig.  8. Inverse way to obtain each joint angular velocity. 

 
이러한 기하학적 접근을 반대로 적용해 보면 그림 8(a)에

서 직선 LA,BC, LB,CA, LC,AB는 각 꼭지점과 twist점을 잇는 직선

이 되고 이 직선이 각 모서리 AB, BC, CA와 만나는 점이 중

심점 PAB, PBC, PCA가 된다. 이 점들을 이용하여 그림 8(b)처럼 

각 조인트 각속도의 비율을 알 수 있게 된다. 이때 교차점들

과 직선은 Grassmann 전개식을 이용한 meet와 join으로 간단

하게 계산된다. 

그림 8(b)에서 각 중심점 PAB, PBC, PCA와 꼭지점들 사이의 

길이 비는 (ω2 : ω3), (ω3 : ω1), (ω1 : ω2) 과 같다. (ω1+ω2+ω3)의 값

이 일정하기 때문에 길이 정보로부터 각 조인트 각속도를 구

할 수 있다. 

3. 역방향 힘 해석 

그림 9에서 ˆ ( )W fS 가 로봇 끝점에 가해질 때 각 조인트 

반력은 힘과 속도가 서로 수직 관계임을 이용하여 수학적으로 

J 의 전치를 사용하여 식 (22)와 같이 구할 수 있다. 
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3 3
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           (22) 

 

이 때 [p1 p2 p3]는 각 조인트와 Ŵ 의 수직 거리이다. 이러한 

기하학적 원리는 정방향 힘 해석에서 더 유용하게 사용할 수 

있다. 
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(a) Planar R-R-R serial robot.  (b) Barycenter point of triangle ABC. 

그림 6. Twist방정식의 무게중심으로서의 기하학적 의미. 

Fig.  6. Geometrical meaning of the Twist equation on the center of 

mass. 
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그림 9. Wrench와 각 조인트의 Axis screw간의 수직거리. 

Fig.  9. Perpendicular distance between Wrench with joint Axis 

screws.  

 

 

그림 10. 강체 AB에 작용하는 ,A B 와 반력 ,Af ,Bf  그리

고 토크중심 P. 

Fig.  10. ,A ,B  reacted force ,Af ,Bf  and center of torques P at 

rod AB. 

 

4. 정방향 힘 해석 

그림 11과 같이 각 조인트에 토크가 주어졌을 때 발생하는 

끝점의 힘을 계산하는 것은 반력 계산 원리를 이용하여 각 

조인트 토크의 토크중심을 구할 수 있다.  

그림 10처럼 단위길이의 강체 AB에 양단에 토크 ,A B 가 

작용하면 A지점에 
Bf  B지점에 

Af 가 반력으로 작용한다. 

이때 힘의 평형점 P는  

 

B A

B A

f A f B
P

f f





                     (23) 

 

이다. AB의 길이가 단위크기임을 이용하여 Af 는 A 로, Bf

는 B 로 쓸 수 있다. 다음 A B  로 분모분자를 나누어주면 

P는 다음과 같다. 

 

1 1

1 1
B A A B

B A

A B

A B
A B

P
   

 

 




 

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              (24) 

 

토크중심은 한 강체 내에 토크가 여러 지점에 작용하는 경

우에 힘의 평형점을 찾아낼 수 있다는 물리적 의미를 가지고 

있다. 따라서 속도해석처럼 3개의 링크 시스템을 동시에 합

하여 무게중심을 계산하는 것은 불가능하다. 

그림 11에서 각 Axis screw 쌍 ($A, $B), ($B, $C), ($C, $A)의 토

크 중심 PAB, PBC, PCA는 식 (24)와 같이 계산된다. 결과적으로 

각 조인트 토크들이 만드는 힘의 방향은 세 개의 토크 중심

점을 동시에 통과하는 직선의 방향으로 생성되며 이 힘과 끝

점 사이의 거리만큼 모멘트가 작용하게 된다. 

 

V. 고찰 

본 논문에서는 속도 및 힘해석을 위해 두 가지 다른 종류

의 중심점을 사용하였다. 속도 중심점은 트위스트 계산식에

서부터 모티브를 얻어 이를 기하학적으로 표현한 반면 토크

중심은 물리적 의미에서부터 수식을 유도하였다. 따라서 속

도중심점은 최종 twist를 구해내기 위하여 여러 개의 조인트 

각속도를 사용할 수 있고 토크 중심점은 힘의 평형식으로부

터 유도한다. 토크가 만드는 힘의 방향 또한 평면에 수평한 

방향으로 주어지기 때문에 항상 두 개의 조인트 토크만을 사

용할 수 있다. 

 

그림 11. 세 개의 토크중심을 지나는 최종 힘 벡터. 

Fig.  11. Final force vector pass across three torque centers. 

 

 

그림 12. 강체 AB에서 두 각속도 또는 토크의 중심점의 위치. 

Fig.  12. Center position in the case of two angular velocities and 

two torques on rigid body AB. 

 

표   1. 두 물리적 토크와 각속도가 중심점을 위치시킬 수 

있는 구역 비교. 

Table 1. Comparison on the angular velocity and torque to make the 

Center point. 

Section No. Angular velocity ($) Torque (S) 

① 

  

② 

  

③ 

  

④ 
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또 다른 차이점은 부호와 크기의 방향에 영향이 다르다는 

점이다. 속도중심은 그림 12에서 A와 B지점에 같은 방향의 

각속도를 가했을 때 A와 B 내부에 속도중심이 생기고, 토크

중심은 서로 다른 방향의 토크를 가했을 때 A와 B 내부에 

토크중심이 생긴다. 그리고 속도중심은 각속도 값이 작은 쪽

으로 형성되지만 토크중심은 토크 값이 큰 쪽으로 형성된다. 

이같이 쌍대(dual)적으로 나타나는 힘과 속도 중심은 힘과 속

도는 서로 수직한 방향으로 나타나는 물리적 원리와도 일치

한다고 볼 수 있다. 위에서 설명한 각속도와 토크 중심점의 

서로 다른 특성을 표 1에 정리하였다. 

 

VI. 결론 

본 논문에서는 screw를 기반으로 하여 속도와 토크 중심을 

이용한 기하학적 측정을 통하여 보다 쉽게 기하학적 해석을 

수행할 수 있음을 제안하였다. 이러한 기하학에 기반한 원리

를 적용하면 제어나 설계에 있어서 더 간단하며 직관적인 과

정을 제공할 수 있다. 로봇의 끝점 속도와 힘의 순방향, 역방

향 해석을 복잡한 미분 등의 과정 없이 오로지 기하학적 원

리를 통해 해석할 수 있으므로 로봇을 기구 변수 설계 및 액

추에이터 설계에 직관적으로 응용할 수 있다. 본 논문의 속

도와 토크중심 기반의 해석 방법은 3차원 기구해석에 적용

할 계획이다.  
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