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요     약

본 논문에서는 여러 간선들이 동일한 가중치를 갖고 있는 그래프에서 최소신장트리 (Minimum Spanning Tree, MST)를 얻기 위해 

Borůvka, Prim과 Kruskal MST 알고리즘을 실제 그래프에 적용한 결과 Borůvka와 Kruskal MST 알고리즘은 MST를 얻었지만 Prim MST 알

고리즘은 MST를 얻는데 실패함을 보였다. 또한, Borůvka의 2
nd
 Stage에서 Inter-MSF MWE를 선택하는 알고리즘이 복잡함을 알 수 있었다. 

Borůvka의 1st Stage는 최소한의 간선들로 최소신장 포레스트 (Minimum Spanning Forest, MSF)를 얻는 장점을 갖고 있으며, Kruskal MST 

알고리즘은 모든 간선들을 대상으로 하지만 항상 MST를 얻는 장점을 갖고 있다. 따라서 본 논문은 Borůvka의 1st Stage와 Kruskal MST 알

고리즘의 장점을 결합한 하이브리드 MST 알고리즘을 제안하였다. 하이브리드 MST 알고리즘을 추가적으로 6개의 그래프에 적용한 결과 

Kruskal MST 알고리즘과 동일하게 항상 MST를 얻음을 검증하였다. 또한, 알고리즘 수행속도와 메모리 용량 측면에서 비교한 결과 하이브리

드 MST 알고리즘이 가장 좋은 성능을 보였다. 따라서 제안된 알고리즘을 일반화된 MST 알고리즘으로 채택이 가능할 것이다.

키워드 : 최소신장트리, 무방향성, 상이한 가중치, 동일 가중치, 사이클

Hybrid Minimum Spanning Tree Algorithm

Sang-Un Lee†

ABSTRACT

In this paper, to obtain the Minimum Spanning Tree (MST) from the graph with several nodes having the same weight, I applied both 

Borůvka and Kruskal MST algorithms. The result came out to such a way that Kruskal MST algorithm succeeded to obtain MST, but 

not did the Prim MST algorithm. It is also found that an algorithm that chooses Inter-MSF MWE in the 2nd stage of Borůvka is quite 

complicating. The 1st stage of Borůvka has an advantage of obtaining Minimum Spanning Forest (MSF) with the least number of the 

edges, and on the other hand, Kruskal MST algorithm has an advantage of always obtaining MST though it deals with all the edges. 

Therefore, this paper suggests an Hybrid MST algorithm which consists of the merits of both Borůvka's 1st stage and Kruskal MST 

algorithm. When applied additionally to 6 graphs, Hybrid MST algorithm has a same effect as that of Kruskal MST algorithm. Also, 

comparing the algorithm performance speed and capacity, Hybrid MST algorithm has shown the greatest performance Therefore, the 

suggested algorithm can be used as the generalized MST algorithm.

Keywords : Minimum Spanning Tree, Undirected, Distinct Weights, Same Weights, Cycle

1. 서  론 1)

그래프   는 정점들 (Vertices)과 간선들(Edges)

로 구성되어 있으며, 정점들이 연결되어 있고 (Connected), 

간선들은 방향성 (Directed)과 무방향성 (Undirected)을 갖고 

있으며 또한 가중치가 있는 경우 (Weighted)와 없는 경우 

(Unweighted)로 구분된다. 그래프가 연결되어 있고, 무방향

성이며, 가중치를 갖고 있는 경우 신장트리 (Spanning Tree, 

ST)를 구할 수 있다. ST는 사이클이 발생하지 않는 상태에

서 그래프의 모든 정점들을 간선으로 연결한 트리이다. 하
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나의 그래프에서는 다수의 ST가 존재할 수 있다. 최소신장

트리 (Minimum Spanning Tree, MST)는 그래프가 갖고 있

는 다수의 ST들 중 모든 정점들을 연결하는 간선들의 가중

치의 합이 최소가 되면서 사이클이 발생하지 않는 ST를 찾

는 것으로 전기, 전화, 가스 또는 수도 분야에 활용될 수 있

다.[1] 본 논문은 MST 알고리즘에 초점을 맞춘다.

대표적인 MST 알고리즘으로는 Borůvka[2, 3], Prim[4]과 

Kruskal[5]이 있다. Borůvka MST 알고리즘[2, 3]은 모든 간

선들의 가중치가 서로 상이한 (Distinct) 그래프에서 MST를 

찾는 알고리즘으로 제안되었으며, 현재는 Prim과 Kruskal 

MST 알고리즘이 널리 사용되고 있다.[1]

그래프에서 간선의 가중치 (길이, 또는 비용)는 모두 다른 

가중치를 갖는 경우, 모두 동일한 가중치를 갖는 경우와 일
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≪ Borůvka's MST Algorithm ≫

  

  : Number of Vertices in Graph   

  : Number of Edges in Graph   

MWE : Minimum-Weight Edge 

MSF Vertices : Minimal Spanning Forest (MSF) Vertices

MSF Edges   : Minimal Spanning Forest (MSF) Edges

  : Number of Candidate Edges

  : Number of Minimum Edges in 1st Stage MSF Edges 

  : Number of Minimum Edges in 2nd Stage MSF Edges

  : Number of MSF

/* 1st Stage : MSF Vertices 생성

 ×   정방행렬 작성

For 1 to   do

      정방행렬의 각 행 Vertex에서 MWE 선택(단, 동일한 값이 다수 존재시 모두 선택),

Candidate Edges에 저장

END

FOR 1 to   do

     IF       선택된 MWE의 ∊  MSF Vertices에 있는 하나의 Forest의 원소 

THEN Skip /* 사이클 발생

     ELSE IF 선택된 MWE의 ∊  MSF Vertices에 있는 두 Forest의 원소 or 

선택된 MWE 의 ∉  MSF Vertices THEN

선택된 MWE를 MSF Edges  에 추가

선택된 MWE의 를 MSF Vertices의 해당 Forest에 연결 또는 생성

     ENDIF

     IF                   THEN 알고리즘 종료

     ELSE  LOOP

END

IF           THEN 알고리즘 종료

ELSE  IF   ≥   THEN 2nd Stage 수행

ENDIF

/* 2nd Stage : MSF를 상호 연결시키는 MWE를 찾음

하나의 MSF를 행으로, 다른 MSF를 열로 하는 Edges 행렬 작성

Inter-MSF MWE   선택 (단, 동일한 값이 다수 존재시 하나씩만 선택)

IF           

         Inter-MSF MWE를 오름차순으로 정렬

         FOR 1 to    do

              선택된 MWE를 MSF Edges  에 추가

               선택된 MWE의   MSF 연결

         END

ELSE IF 선택된 MWE를 MSF Edges  에 추가, 선택된 MWE의   MSF 연결

END

(그림 1) Borůvka MST 알고리즘

부분만이 동일한 가중치를 갖는 경우로 분류될 수 있다. 모

든 간선들이 동일한 가중치를 갖는 경우에는 하나의 정점에 

연결된 간선들 중에서 하나씩만 선택하면 MST를 얻을 수 

있기 때문에 굳이 MST 알고리즘을 적용할 필요가 없다. 또

한, 모든 간선들의 가중치가 서로 상이하다면 그래프의 

MST는 유일하게 얻을 수 있다.[6] 그러나 여러 간선들이 

동일한 가중치를 갖는 경우에 대해 기존의 MST 알고리즘

을 적용하는데 문제가 없는지 살펴보자.

Erickson[6]은 “만약 모든 간선들의 가중치가 상이한 그

래프에 적용 가능한 MST 알고리즘이 문제를 해결하는 일

관된 방법을 갖고 있다면, 여러 간선들이 동일한 가중치를 

갖는 그래프에도 적용될 수 있다”고 하였다. 또한, Chen[7]

은 “Prim과 Kruskal MST 알고리즘은 항상 작동한다”고 하

였다. 이와 같은 연구 결과를 적용하면 기존의 MST 알고리

즘으로 동일한 가중치를 갖는 간선들이 다수 존재하는 그래

프에도 MST를 얻어야만 한다. 그러나 일부분만이 동일한 

가중치를 갖는 경우에 대해 Borůvka와 Prim MST 알고리

즘은 사이클 발생을 제거할 수 없어 MST를 얻는데 실패하

는 경우가 발생한다. 지금까지는 이러한 경우에 대해 기존

의 MST 알고리즘의 적용 문제점을 거론하거나 개선된 알

고리즘을 제안하고 있지 않다.

Borůvka MST 알고리즘은 1st Stage에서는 각 정점에 

연결된 MWE만을 선택하므로 Candidate Edge수를 줄이는 

장점이 있는 반면, 1
st Stage에서 얻은 MSF (Minimum 

Spanning Forest)을 연결하는 MWE를 찾는 2nd Stage에서

는 MSF 간에 간선들을 재구성해야 하며, 특정 개수만을 선

택해야 하는 알고리즘의 복잡성이 있다. Kruskal MST 알고

리즘은 모든 간선들을 대상으로 하기 때문에 불필요한 

Candidate Edge수를 줄일 필요가 있다. 따라서 본 논문에서

는 Bor“uvka의 1
st Stage와 Kruskal MST 알고리즘의 장점

만을 활용한 하이브리드 MST 알고리즘을 제안한다.

2장에서는 기존에 제안된 대표적인 MST 알고리즘인 

Borůvka Prim과 Kruskal MST 알고리즘을 간선들 가중치

가 모두 다른 경우와 일부분만이 동일한 경우에 대해 실제 

그래프에 적용하고 문제점을 고찰해 본다. 3장에서는 먼저, 간

선들 가중치가 일부분만이 동일한 경우에도 적용할 수 있는 

일반화된 MST 알고리즘으로 하이브리드 MST Algorithm을 

제안한다. 4장에서는 10개의 그래프에 실제 적용하여 제안

된 알고리즘의 적용성과 성능을 검증해본다.

2. 관련 연구와 연구 배경

2.1 최소신장트리 알고리즘 고찰

그래프 (Graph)    에서 Edge는 무방향성이므로 

 로 표기한다. 왜냐하면     표기는 순서쌍으로 방향

성을 가지고 있음을 의미하기 때문이다. 

2.1.1 Borůvka MST 알고리즘

Borůvka MST 알고리즘은 첫 번째 단계에서 각 정점에 

연결된 간선들 중 최소 가중치를 갖고 있는 간선 (Minimum 

Weight Edge, MWE)을 선택하여 사이클이 발생하지 않는 

최소 신장 포레스트 (Minimum Spanning Forest, MSF)를 

구성하고, 다음 단계에서 MSF들을 연결하기 위해 사이클이 

발생하지 않는 MWE를 “MSF 수 - 1”개를 찾는 방법이다. 

Borůvka MST 알고리즘은 (그림 1)과 같다.

2.1.2 Prim MST 알고리즘

Prim MST 알고리즘은 임의의 정점을 선택하고, 이에 연

결된 간선들 중에서 MWE를 선택한다. 다음으로 새로 선택

된 정점에 연결된 간선들의 가중치와 기존에 선택된 정점에

서 선택되지 않은 간선의 가중치들 중에서 MWE를 선택하

는 방법이다. (단, 이 과정에서 사이클이 발생하는 간선은 

무시한다.) 이 방법을 모든 정점들이 선택될 때까지 수행한

다. Prim MST 알고리즘은 (그림 2)에 제시되어 있다.
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≪Prim's MST Algorithm ≫

MST는 MSF Vertices와 MSF Edges로 구성

Candidate Edges : ST를 구성하기 위해 연결에 이용될 후보 Edge들

MWE : Minimum-Weight Edge 

MSF Vertices : Minimal Spanning Forest (MSF) Vertices

MSF Edges   : Minimal Spanning Forest (MSF) Edges

  : MSF Edges

  : Number of MSF Edges    

Candidate Edges =   
  : MSF Vertices에 새로 추가되는 Vertex에 부속된 Edges

  : Candidate Edges에서 삭제되지 않고 남아 있는 Edges

  : Candidate Edges에서 MSF Edges로 이미 선택되었거나 사이클 발생으로 삭제되는 

Edges

 ×   정방행렬 작성

Step 1.  에서 임의의 Vertex 선택, MSF Vertices에 저장, 에서 선택된 Vertex 삭제

Step 2.  For      do

             MSF Edges에 새로 추가된 Vertex 에 연결된 모든 Edges들을 

Candidate Edges에 추가

             IF   Candidate Edges     중 ∊    THEN Candidate 

Edges에서 삭제   /* 사이클 발생 또는 중복 선택

             END

             Candidate Edges에 남아 있는 Edges들      중 MWE 선택(단, 동일

한 값이 다수 존재시 모두 선택)

             선택된 MWE를 MSF Edges에 추가, Candidate Edges에서 삭제

             선택된 MWE의 에서 를 MSF Vertices에 저장, 에서 삭제

          END

(그림 2) Prim MST 알고리즘

(그림 4) 그래프

(그림 5)  그래프의 MST 알고리즘 적용 결과

2.1.3 Kruskal MST 알고리즘

Kruskal MST 알고리즘은 그래프의 모든 간선들을 대상

으로 오름차순으로 정렬시키고, 첫 번째 MWE부터 시작하

여 사이클이 발생하지 않는 한 간선들 ()을  이 될 

때까지 선택하는 방법이다. Kruskal MST 알고리즘은 (그림 

3)과 같다.

≪Kruskal's MST Algorithm≫

MWE : Minimum-Weight Edge 

MSF Vertices : Minimal Spanning Forest (MSF) Vertices

MSF Edges   : Minimal Spanning Forest (MSF) Edges
  : Number of MSF
  : MSF Edges

  : Number of MSF Edges    

 ×   정방행렬 작성

FOR 1 to    * 상삼각행렬의 모든 Edge들 선택

정방행렬의 상삼각행렬에 대한 모든 Edges를 Candidate Edges에 저장

END

Candidate Edges를 오름차순으로 정렬

For     = 1 to    

Candidate Edges에서 MWE 선택, Candidate Edges에서 삭제

IF 선택된 MWE ∊  MSF의 하나의 Forest THEN Skip /* 사이클 발생

ELSE IF 선택된 MWE ∊  MSF의 두 Forest 원소 or ∉  MSF THEN
선택된 MWE를 MSF Edges에 추가

선택된 MWE의   Vertex를 MSF의 해당 Forest에 연결 또는 새로운 Forest 

생성

ENDIF

END

(그림 3) Kruskal MST 알고리즘

2.2 알고리즘 적용 문제점과 연구 배경

모든 간선들이 동일한 가중치를 가진다면 각 정점에서 하

나씩   개의 다른 간선들을 선택해도 모두 동일한 결과

를 얻는 MST를 얻을 수 있다. 또한, 모든 간선들의 가중치

가 상이한 경우 반드시 1개의 MST를 얻는데 문제가 발생

하지 않는다. 그러나 다수의 간선들이 동일한 가중치를 갖

는 경우에도 MST 알고리즘을 적용할 수 있다면 기존에 제

안된 MST 알고리즘들은 모두 일반화된 알고리즘으로 적용

될 수 있을 것이다. 본 절에서는 이 경우에 대해 (그림 4)의 

  그래프를 대상으로 적용에 문제점이 없는지 고찰해 본

다.   그래프는 Chen[7]에서 인용되었다.

대표적인 MST 알고리즘인 Borůvka, Prim과 Kruskal 

MST 알고리즘을 (그림 4)의   그래프에 적용하여 MST를 

구하는 과정은 <표 1>에, ST를 구한 결과는 (그림 5)에 제

시되어 있다.

Borůvka MST 알고리즘은       개를 찾기 위

해 1
st Stage에서   개를 모두 비교하였지만 MST를 얻

지 못하고    ,   와   의 MSF를 얻었다. 이들 

3개 MSF간을 연결하는 MWE (Inter-MSF MWE)를 찾기 

위해 2
nd Stage에서   개를 모두 비교하였으며, Inter- 

MSF MWE 6개중 2개를 선택하여        , 

    을 얻어 MST를 얻을 수 있었다.

Prim MST 알고리즘은    개의 정점 연결을 수행

하는 과정에서 새로 추가되거나, 기존에 후보 간선 들 

(Candidate Edges)에 남아 있는   개에 대해 모두 비

교     한 결과    ,     을 얻었으며, 사

이클이 발생하여 MST를 얻는데 실패하였다. 반면에 

Kruskal MST 알고리즘은 그래프의 모든 간선들을 대상으

로 후보 간선들로 하기 때문에   개에 대해 오름차순

으로 정렬하여 순차적으로 비교한 결과   번째인 

  에서    ,   를 얻고 알고리즘이 종

료되었다. 또한 사이클이 발생하지 않아 MST를 얻는데 성

공하였다. Chen[7]은 “Prim과 Kruskal MST 알고리즘은 항

상 MST를 얻는다”고 하였다. 그러나 본 사례에서 알 수 있

듯이, Prim MST 알고리즘은 항상 MST를 얻지 못하는 경

우도 발생할 수 있다.

MST 알고리즘들이 요구하는 후보 간선들 수 (  )와 후
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(a) Bor"uvka MST 알고리즘

1st Stage 2nd Stage

Candidate 
Edges Cycle MSF Vertices MSF 

Edges Inter-MSF MWE MSF 
Edges

{a,d}=1

{b,c}=1

{c,b}=1

{c,e}=1

{d,a}=1

{d,g}=1

{e,c}=1

{f,h}=1

{g,d}=1

{h,f}=1

-

x

O

x

O

x

O

x

O

O

-

a-d

a-d, b-c

a-d, b-c

a-d, b-c-e

a-d, b-c-e

a-d-g, b-c-e

a-d-g, b-c-e

a-d-g, b-c-e, f-h

a-d-g, b-c-e, f-h

{a,d}=1

{b,c}=1

-

{c,e}=1

-

{d,g}=1

-

{f,h}=1

-

-

b c e f h

a
d
g

2 3 -
- 2 -
- - -

- -
2 -
2 2

f h

b
c
e

- -
3 -
2 3

 a-d-g와 b-c-e MSF : {a,b}=2, 

{d,c}=2,     중 {a,b}=2 선택

a-d-g와 f-h MSF :  {d,f}=2, {g,f}=2,   

    {g,h}=2 중 {d,f}=2 선택

b-c-e와 f-h MSF : {e,f}=2는 무시

{a,b}=2

{d,f}=2

           ,    ,      

(b) Prim MST 알고리즘

 MSF
Vertices

Candidate Edges
MSF
Edges  Cycle ( )    

{a,b,c,d,e,f,g,h} ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

{b,c,d,e,f,g,h} {a}
{a,b}=2,{a,c}=3
{a,d}=1

∅ ∅
{a,b}=2,{a,c}=3

{a,d}=1
{a,d}=1

{b,c,e,f,g,h} {a,d}
{d,a}=1,{d,c}=2
{d,f}=2,{d,g}=1

{a,b}=2,{a,c}=3 {d,a}=1
{a,b}=2,{a,c}=3
{d,c}=2,{d,f}=2

{d,g}=1
{d,g}=1

{b,c,e,f,h} {a,d,g}
{g,d}=1,{g,f}=2
{g,h}=2

{a,b}=2,{a,c}=3
{d,c}=2,{d,f}=2

{g,d}=1

{a,b}=2,{a,c}=3
{d,c}=2,{d,f}=

2
{g,f}=2,{g,h}=

2

{a,b}=2
{d,c}=2
{d,f}=2
{g,f}=2
{g,h}=2

{e} {a,d,g,b,c,f,h}

{b,a}=2,{b,c}=1
{b,e}=4,{c,a}=3
{c,b}=1,{c,d}=2
{c,e}=1,{c,f}=3
{f,c}=3,{f,d}=2
{f,e}=2,{f,g}=2
{f,h}=1,{h,e}=3

{h,f}=1,{h,g}=2

{a,c}=3

{b,a}=2,{b,c}=1
{c,a}=3,{c,b}=1
{c,d}=2,{c,f}=3
{f,c}=3,{f,d}=2
{f,g}=2,{f,h}=1
{h,f}=1,{h,g}=2
{a,c}=3

{b,e}=4,{c,e}=1
{f,e}=2,{h,e}=3

{c,e}=1

∅
{a,d,g,b,c,f,h,e

}
- - - - (종료)

      ,      

(c) Kruskal MST 알고리즘

Candidate Edges
MSF Vertices MSF Edges

All Edges Ascent Sorted Edges Cycle Check

{a,b}=2
{a,c}=3
{a,d}=1
{b,c}=1
{b,e}=4
{c,d}=2
{c,e}=1
{c,f}=3
{d,f}=2
{d,g}=1
{e,f}=2
{e,h}=3
{f,g}=2
{f,h}=1
{g,h}=2

{a,d}=1
{b,c}=1
{c,e}=1
{d,g}=1
{f,h}=1
{a,b}=2
{c,d}=2
{d,f}=2
{e,f}=2
{f,g}=2
{g,h}=2
{a,c}=3
{c,f}=3
{e,h}=3
{b,e}=4

x
x
x
x
x
x
O
x
-
-
-
-
-
-
-

-
a-d

a-d, b-c
a-d, b-c-e
a-d-g, b-c-e

a-d-g, b-c-e, f-h
a-b-c-d-e-g, f-h
a-b-c-d-e-g, f-h
a-b-c-d-e-f-g-h

-
-
-
-
-
-

{a,d}=1
{b,c}=1
{c,e}=1
{d,g}=1
{f,h}=1
{a,b}=2
-

{d,f}=2
(종료)

        

<표 1>  그래프의 MST 알고리즘 적용

Graph  

  

Borůvka MST 알고리즘
Prim MST 알고리즘 Kruskal MST 

알고리즘1st Stage 2nd Stage Total

 8 15 10/10 9/9 19/19 33/33 15/8

<표 2> MST 알고리즘의  와 

구분 Borůvka MST 
알고리즘

Kruskal MST 
알고리즘

하이브리드 MST 
알고리즘

행렬 정방행렬 상삼각행렬 정방행렬

Candidate 
Edges

대상 Vertex MWE → 
Inter-MSF MWE 모든 Edges

Vertex 1st MWE 
→ Vertex 2nd MWE 
→ Vertex 3rd MWE

정렬 없음 오름차순 오름차순

사이클 검증방법 동일 동일 동일

<표 3> MST 알고리즘 차이점

보 간선들 중 비교되는 Edges 수 (  )는 <표 2>에 제시되

어 있다.

Borůvka의 2nd Stage는 사이클이 발생하지 않는 Inter- 

MSF MWE를 선택하기 위한 알고리즘이 복잡하다. 또한, 

Prim MST 알고리즘은 MST를 얻을 수 없는 경우가 발생

한다. 그러나 Borůvka의 1
st Stage와 Kruskal MST 알고리

즘은 적용에 문제가 없다. 따라서 Kruskal MST 알고리즘 

적용의 단점인 후보 간선들 수를 줄일 수 있는 방법으로 

Borůvka MST 알고리즘의 1
st Stage에서 MWE를 선택하는 

방법을 적용하면 Kruskal MST 알고리즘보다 수행 속도를 

향상시킬 수 있을 것이다. 3장에서는 이러한 개념의 하이브

리드 MST 알고리즘을 제안한다.

3. 하이브리드 MST 알고리즘

3.1 알고리즘

Kruskal MST 알고리즘은 MST를 얻기 위한 후보 간선

들을 그래프의 모든 간선들(  )을 선택하지만 사이클은 발생

하지 않는 장점을 갖고 있다. 반면에 Borůvka MST 알고리

즘은 1st Stage에서 각 정점에 연결된 MWE만을 선택하여 

MSF를 형성함으로서 Candidate Edges 수를 줄일 수 있는 

장점을 갖고 있다. 그러나 이 알고리즘은 2
nd Stage에서 

MSF 간에 연결될 MWE를 찾는데 다수의 후보 간선들을 

재구성하는 불편함이 있으며, 사이클이 발생하여 MST를 얻

지 못하는 단점을 갖고 있다. 본 절에서는 Kruskal과 Borůvka 

MST 알고리즘에서 장점만을 선택하여 최적의 MST를 찾

는 일반화된 알고리즘을 제안한다. 제안된 알고리즘의 개략

적인 내용은 다음과 같다.

(1) 각 정점에 연결된 간선들 중 MSF가 1개가 될 때까지 

순차적으로 1st, 2nd와 3rd MiWE들을 선택하여 Candidate 

Edges에 저장한다.(단, 동일한 가중치를 가진 간선들

이 다수 존재시 모두 선택한다.) [Borůvka MST 알고

리즘의 변형 적용]

(2) 1
st, 2nd와 3rd Candidate Edges를 오름차순으로 정렬

한다. [Kruskal MST 알고리즘 적용]

(3) Candidate Edges의 1
st, 2nd와 3rd 순으로 사이클 검증

을 거치면서 MSF를 구성한다. [Borůvka와 Kruskal 

MST 알고리즘 적용]

위에 제시한 알고리즘을 하이브리드 MST 알고리즘이라 

하자. 하이브리드 MST 알고리즘의 상세한 내용은 (그림 6)

과 같다. 하이브리드 MST 알고리즘이 Borůvka와 Kruskal 

MST 알고리즘과의 차이점은 <표 3>과 같다.
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≪하이브리드 MST Algorithm ≫

정방행렬      ⋯   작성
/* 1st Stage : 각 행 Vertex에 대해 1st MWE 선택, MSF 생성
  : Candidate MWE Group (  

FOR    = 1 to     /MSF 생성

      For  1 to   do /*   Candidate MWE 생성

           각 행 Vertex에 대해   MWE 선택 (단, 동일한 값이 다수 존재시 모두 선택)

           IF     와   ∊        Candidate Edges THEN Skip /중복 선택

           ELSE  선택된 MWE를   Candidate Edges에 저장

      END
        Candidate Edges를 오름차순 정렬

      FOR  1 to   do /* Candidate Edges로부터 첫 번째 Edge부터 MSF Edges 선택

            IF        ∊  MSF Vertices의 한 MSF 원소 THEN Skip /* Cycle 발생

            ELSE IF ∊  MSF Vertices의 두 MSF 원소 or ∉  MSF Vertices 
THEN
                      선택된 Edge를 MSF Edges에 추가 (     )

                      선택된 Edge를 MSF Vertices의 해당 MSF에 연결 또는 새로운 MSF 생성
            ENDIF
            IF           THEN 알고리즘 종료

            ELSE  LOOP
           ENDIF
     END
     IF           THEN 알고리즘 종료

     ELSE       THEN LOOP

END

(그림 6) 하이브리드 MST 알고리즘

Candidate Edges 중복 제거 Candidate Edges Ascending Sorted 
Candidate Edges1st MWE 2nd MWE 3rd MWE 1st MWE 2nd MWE 3rd MWE 

{a,d}=1
{b,c}=1

{c,b}=1,{c,e}=1
{d,a}=1,{d,g}=1

{e,c}=1
{f,h}=1

{g,d}=1
{h,f}=1

{a,b}=2
{b,a}=2
{c,d}=2

{d,c}=2,{d,f}=2
{e,f}=2

{f,d}=2,{f,e}=2,{f,g}=2
{g,f}=2,{g,h}=2

{h,g}=2

{a,c}=3
{b,e}=4

{c,a}=3,{c,f}=3
-
{e,h}=3
{f,c}=3
-

{h,e}=3

{a,d}=1
{b,c}=1
{c,e}=1
{d,g}=1
-
{f,h}=1
-
-

{a,b}=2
-

{c,d}=2
{d,f}=2
{e,f}=2
{f,g}=2
{g,h}=2
-

{a,c}=3
{b,e}=4
{c,f}=3
-

{e,h}=3
-
-
-

1st MWE :
 {a,d}=1,{b,c}=1
 {c,e}=1,{d,g}=1
 {f,h}=1
2
nd MWE :
 {a,b}=2,{c,d}=2
 {d,f}=2,{e,f}=2
 {f,g}=2,{g,h}=2
3rd MWE :
 {a,c}=3,{c,f}=3
 {e,h}=3,{b,e}=4

Candidate Edges Cycle MSF Vertices MSF Edges

1st MWE

{a,d}=1
{b,c}=1
{c,e}=1
{d,g}=1
{f,h}=1

x
x
x
x
x

-
a-d

a-d, b-c
a-d, b-c-e 
a-d-g, b-c-e
a-d-g, b-c-e, f-h

{a,d}=1
{b,c}=1
{c,e}=1
{d,g}=1
{f,h}=1

           

2nd MWE

{a,b}=2
{c,d}=2
{d,f}=2
{e,f}=2
{f,g}=2
{g,h}=2

x
O
x

a-d-g, b-c-e, f-h
a-b-c-d-e-g, f-h
a-b-c-d-e-g, f-h
a-b-c-d-e-f-g-h

{a,b}=2
-
{d,f}=2

(알고리즘 종료)

           

3rd MWE

{a,c}=3
{c,f}=3
{e,h}=3
{b,e}=4

  

             

<표 4>  그래프의 하이브리드 MST 알고리즘 적용

3.2 적용 방법

  그래프에 대해 하이브리드 MST 알고리즘을 적용한 

결과는 <표 4>와 같으며, Kruskal MST 알고리즘과 동일한 

MST를 얻을 수 있었다. 하이브리드 MST 알고리즘 1
st 

MWE에서   에 대해   를 수행하여   을, 

  을 얻었다.     조건을 만족시키지 못해 다시 2
nd 

MWE를 구성하여   중   에서     조건을 충족

시키고,   를 얻어 사이클이 발생하지 않는 MST를 구

하고 알고리즘이 종료되었다.

  그래프에 대해 MST 알고리즘 수행 결과    는 

기존의 가장 좋은 성능을 보인 Kruskal MST 알고리즘의 

15/8에 비해 하이브리드 MST 알고리즘은 11/8로  는 4개

를 줄일 수 있었으며,  는 동일한 결과를 얻었다. 따라서 

제안된 알고리즘은 기존의 MST 알고리즘 보다 후보 간선

들 수 감소로 알고리즘 수행에 필요한 메모리 감소와 더불

어 수행속도를 향상시키는 효과를 얻었다.

4. 알고리즘 적용성 평가

4.1 실험에 적용된 그래프

본 절에서는 (그림 7)의 10개 그래프에 대해 Borůvka, 

Prim, Kruskal과 하이브리드 MST 알고리즘을 적용하여 

MST를 얻을 수 있는지 살펴본다. 와   그래프는 

Chen[7],   그래프는 Wikipedia[9],  , 와   그래프는 

Peiper[8]에서 인용되었다.

(그림 7) 실험에 적용된 그래프

4.2 적용 결과

4.2.1  그래프

  그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이브리드 

MST 알고리즘을 적용하여 얻은 MST는 (그림 8)에 제시되

어 있다.   그래프에 대해 Borůvka, Kruskal과 하이브리드 

MST 알고리즘은       ,   인 MST를 

얻은 반면 Prim MST 알고리즘은      조건을 충

족시키지 못한 상태로 사이클이 1개 발생하여 MST를 얻는

데 실패하였다.

4.2.2  그래프

  그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이브리드 

MST 알고리즘을 적용하여 얻은 MST는 (그림 9)에 제시되

어 있다.   그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이

브리드 MST 알고리즘 모두      ,   

인 MST를 얻는데 성공하였다.

4.2.3  그래프

  그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이브리드 
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Borůvka 

MST 

알고리즘

Stage 1st Stage 2nd Stage

MSF 1-2-3-4-5-6-7-8-9 -

 {1,2}=1,{1,4}=1→{2,3}=1→{3,5}=1→{4,7}=1→{6,8}=1→{7,8}=1→{9,6}=2 -

   19/19 -

Prim MST 

알고리즘

Vertex 1 2, 4 3,7 5, 8 6 9


{1,2}=1

{1,4}=1

{2,3}=1

{4,7}=1

{3,5}=1

{7,5}=1

{7,8}=1

{8,6}=1 {6,9}=2 -

   2/2 8/8 8/8 13/13 7/7 -

Kruskal MST 

알고리즘

 {1,2}=1→{1,4}=1→{2,3}=1→{3,5}=1→{4,7}=1→{6,8}=1→{7,8}=1→{6,9}=2

   16/13

하이브리드 

MST 

알고리즘

Group 1st MWE 2nd MWE

MSF 1-2-3-4-5-6-7-8-9 -

 {1,2}=1→{1,4}=1→{2,3}=1→{3,5}=1→{4,7}=1→{6,8}=1→{7,8}=1→{9,6}=2 -

   10/10 -

(그림 8)  그래프의 MST

Borůvka 

MST 

알고리즘

Stage 1st Stage 2nd Stage

MSF a-b-c-d-e-f-g -

 {a,d}=5→{b,a}=7→{b,e}=7→{c,e}=5→{f,d}=6→{g,e}=9 -

   8/8 -

Prim MST 

알고리즘

Vertex a d f b e c g

 {a,d}=5 {d,f}=6 {a,b}=7 {b,e}=7 {e,c}=5 {e,g}=9 -

   2/2 5/5 6/6 8/8 9/9 5/5 -

Kruskal MST 

알고리즘

 {a,d}=5→{c,e}=5→{d,f}=6→{a,b}=7→{b,e}=7→{e,g}=9

   11/9

하이브리드 

MST 

알고리즘

Group 1st MWE 2nd MWE

MSF a-b-c-d-e-f-g -

 {a,d}=5→{c,e}=5→{f,d}=6→{b,a}=7→{b,e}=7→{g,e}=9 -

   6/6 -

(그림 9)  그래프의 MST

Borůvka 

MST 

알고리즘

Stage 1st Stage 2nd Stage

MSF a-c-f, b-d, e-g-h-i-j a-b-c-d-e-f-g-h-i-j


{a,c}=10→{b,d}=13→{e,g}=17→{f,c}=24

→{h,e}=35→{i,g}=45→{j,h}=38

{c,d}=23,{f,g}=40,{d,g}=20 ⇒ 

{c,d}=23,{d,g}=20 선택

   10/10 9/9

Prim MST 

알고리즘

Vertex a c d b g e f h j  i


{a,c}

=10

{c,d}

=23

{d,b}

=13

{d,g}

=20

{g,e}

=17

{c,f}

=24

{e,h}

=35

{h,j}

=38

{g,i}

=45
 -

   3/3 6/6 9/9 8/8 11/11 11/11 8/8 7/7 6/6  -

Kruskal 

MST 

알고리즘


{a,c}=10→{b,d}=13→{e,g}=17→{d,g}=20→{c,d}=23→{c,f}=24→

{e,h}=35→{h,j}=38→{g,i}=45

   19/13

하이브리드 

MST 

알고리즘

Group 1st MWE 2nd MWE

MSF a-c-f, b-d, e-g-h-i-j a-b-c-d-e-f-g-h-i-j


{a,c}=10→{b,d}=13→{e,g}=17→

{f,c}=24→{h,e}=35→{j,h}=38→{i,g}=45
{d,g}=20→{c,d}=23

   7/7 7/3

(그림 10)  그래프의 MST

Borůvka 

MST 

알고리즘

Stage 1st Stage 2nd Stage

MSF a-e-i, b-c-d-g, f-h-j-k-l a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l


{a,e}=2→{b,c}=2→{c,g}=1→{d,c}=2→

{e,i}=1→{f,j}=2→{h,l}=5→{j,k}=2→{k,l}=1

{a,b}=10,{b,f}=3,{g,f}=3,{e,j}=3,

{i,j}=3 ⇒ {b,f}=3,{e,j}=3 선택

   14/14 13/13

Prim MST 

알고리즘

Vertex a e i j f,k l b,g c d  h


{a,e}=

2

{e,i}=

1

{e,j}=

3

{j,f}=2

{j,k}=2

{k,l}=

1

{f,b}=3

{f,g}=3

{g,c}

=1

{c,d}

=2

{l,h}=

5
 -

   3/3 6/6 6/6 8/8 13/13 9/9 16/16 9/9 5/5  -

Kruskal MST 

알고리즘


{c,g}=1→{e,i}=1→{k,l}=1→{a,e}=2→{b,c}=2→{c,d}=2→{f,j}=2

→{j,k}=2→{b,f}=3→{e,j}=3→{h,l}=5

   23/11

하이브리드 

MST 

알고리즘

Group 1st MWE 2nd MWE

MSF b-c-d-g, a-e-i, f-h-j-k-l a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l


{c,g}=1→{e,i}=1→{k,l}=1→{a,e}=2→

{b,c}=2→{d,c}=2→{f,j}=2→{j,k}=2→{h,l}=5
{b,f}=3→{i,j}=3

   10/10 7/3
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(a) Borüvka MST Algorithm (b) Prim MST Algorithm
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(c) Kruskal MST Algorithm (d) Sulee MST Algorithm
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(a) Borüvka MST Algorithm (b) Prim MST Algorithm
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(c) Kruskal MST Algorithm (d) Sulee MST Algorithm

그
래
프

 
Borůvka

MST 알고리즘
Prim

MST 알고리즘
Kruskal & 하이브리드
MST 알고리즘

 Cycle     Cycle     Cycle   

 12 23 11 x 24 11 x 25 11 x 24

(그림 11)  그래프의 MST

MST 알고리즘을 적용하여 얻은 MST는 (그림 10)에 제시

되어 있다.   그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이

브리드 MST 알고리즘 모두       ,   

인 MST를 얻는데 성공하였다.

4.2.4  그래프

  그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이브리드 

MST 알고리즘을 적용하여 얻은 MST는 (그림 11)에 제시

되어 있다.

  그래프에 대해 Borůvka, Kruskal과 하이브리드 MST 

알고리즘 모두        ,     인 MST를 

얻는데 성공하였다. 그러나 Prim MST 알고리즘은 
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Borůvka 

MST 

알고리즘

Stage 1st Stage 2nd Stage

MSF a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l-m-n-o-p -



{a,b}=1→{b,e}=1→{c,h}=1→{d,c}=3→{e,j}=1→{f,g}=1→

{f,j}=1→{g,h}=1→{i,e}=2→{j,n}=1→{k,j}=2→{k,l}=2→

{k,o}=2→{l,p}=1→{m,n}=2

-

   30/26 -

Prim MST 

알고리즘

Vertex a b e j f,g,n h,o c
i,k,l,m,

p
 d


{a,b}

=1

{b,e}

=1

{e,j}

=1

{j,f}=1

{j,g}=1

{j,n}=1

{g,h}=1

{n,o}=1

{h,c}

=1

{e,i}=2,{j,i}=2

{j,k}=2,{o,k}=2

{g,l}=2,{n,m}=2

{o,p}=2

{c,d}=3

{h,d}=3
 -

   2/2 6/6 9/9 12/12 23/23 18/18 17/17 23./23 -

Kruskal MST 

알고리즘


{a,b}=1→{b,e}=1→{c,h}=1→{e,j}=1→{f,g}=1→{f,j}=1→{g,h}=1→{j,n}

=1 →{l,p}=1→{n,o}=1→{e,i}=2→{g,l}=2→{j,k}=2→{m,n}=2→{c,d}=3

   33/23

하이브리드 

MST 

알고리즘

Group 1st MWE 2
nd
 MWE

MSF a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-l-m-n-o-p -



{a,b}=1→{b,e}=1→{c,h}=1→{e,j}=1→{f,g}=1→{f,j}=1→

{g,h}=1→{j,n}=1→{l,p}=1→{n,o}=1→{i,e}=2→{k,j}=2→

{k,l}=2→{m,n}=2→{d,c}=3

-

   19/18 -
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(c) Kruskal MST Algorithm

(a) Borüvka MST Algorithm
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(b) Prim MST Algorithm
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(d) Sulee MST Algorithm
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(c) Kruskal MST Algorithm

(a) Borüvka MST Algorithm
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(b) Prim MST Algorithm
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(d) Sulee MST Algorithm

그
래
프

 

Borůvka
MST 알고리즘

Prim
MST 알고리즘

Kruskal & 하이브리드
MST 알고리즘

 Cycle     Cycle     Cycle   

 16 33 15 x 22 18 3 29 15 x 21

(그림 12)  그래프의 MST

Borůvka 
MST 
알고리즘

Stage 1st Stage 2nd Stage

MSF a-b-c-d-e-f-h-i-k, g-j a-b-c-d-e-f-g-h-i-j
-k


{a,c}=4→{b,c}=2→{c,d}=2→{d,f}=2→{e,f}=

2→
{f,h}=2→{g,j}=1→{h,i}=2→{k,i}=5

{i,j}=5

   16/16 5/5

Prim 
MST 
알고리즘

Vertex a c b,d f e,h i j,k g

 {a,c}=4 {c,b}=2{c,d}=2 {d,f}=2
{f,e}=2
{f,h}=2 {h,i}=2

{i,j}=5
{i,k}=5 {j,g}=1 -

   3/3 7/7 11/11 11/11 14/14 9/9 11/11 -

Kruskal 
MST 
알고리즘


{g,j}=1→{b,c}=2→{c,d}=2→{d,f}=2→{e,f}=2→{f,h}=2→{h,i}=2→{a,c}=4→

{i,j}=5→{i,k}=5

   22/13

하이브리
드 MST 
알고리즘

Group 1
st MWE 2nd MWE

MSF g-j, a-b-c-d-e-f-h-i-k a-b-c-d-e-f-g-h-i-j
-k


{g,j}=1→{b,c}=2→{c,d}=2→{d,f}=2→{e,f}=

2→
{f,h}=2→{h,i}=2→{a,c}=4→[k,i}=5

{j,i}=5

   9/9 9/4

(a) Borüvka MST Algorithm (b) Prim MST Algorithm

(c) Kruskal MST Algorithm
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(d) Sulee MST Algorithm

그
래
프

 

Borůvka
MST 알고리즘

Prim
MST 알고리즘

Kruskal & 
하이브리드
MST 알고리즘

 Cycle     Cycle     Cycle   

 11 22 10 x 27 10 x 27 10 x 27

(그림 13)  그래프의 MST

그
래
프

 
Borůvka

MST 알고리즘
Prim

MST 알고리즘
Kruskal & 하이브리드
MST 알고리즘

 Cycle     Cycle     Cycle   

  8 15 7 x 9 8 1 13 7 x 9

  9 16 8 x 9 9 1 10 8 x 9

  7 11 6 x 39 6 x 39 6 x 39

 10 19 9 x 225 9 x 225 9 x 225

 12 23 11 x 24 11 x 25 11 x 24

 16 33 15 x 22 18 3 29 15 x 21

 11 22 10 x 27 10 x 27 10 x 27

<표 4> MST 알고리즘의 MST

        조건과 사이클이 발생하지 않는 조건은 

만족시켰으나     로 MST는 얻지 못하였다. 즉, 

   를 선택해야 하나     을 잘못 선택하였다.

4.2.5  그래프

  그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이브리드 

MST 알고리즘을 적용하여 얻은 MST는 (그림 12)에 제시

되어 있다. Kruskal과 하이브리드 MST 알고리즘은 

       ,    인 MST를 얻는데 성공하였다. 

그러나 Borůvka MST 알고리즘은         조건은 

만족시켰으나     로 MST를 얻는데 실패하였다. 즉, 

하이브리드 MST 알고리즘에서 알 수 있듯이     을 

선택해야 하나    를 잘못 선택하였다. 또한, Prim 

MST 알고리즘은     와 사이클 미발생 조건을 만

족시키지 못해 MST를 얻는데 실패하였다.

4.2.6  그래프

  그래프에 대해 Borůvka, Prim, Kruskal과 하이브리드 

MST 알고리즘을 적용하여 얻은 MST는 (그림 13)에 제시

되어 있다. Borůvka, Prim, Kruskal과 하이브리드 MST 알

고리즘 모두        ,     인 MST를 얻는

데 성공하였다.

4.3 적용 결과 분석

본 논문에 적용된 7개 그래프에 대한 알고리즘 수행 결과

를 종합한 데이터는 <표 4>에 제시하였다.

Borůvka MST 알고리즘은 7개 그래프 중   그래프에서 

MST를 얻는데 실패하였으며, Prim MST 알고리즘은 7개중 

4개 그래프 (, , 와 )에서 MST를 얻는데 실패하였

다. 단지, Kruskal과 하이브리드 MST 알고리즘 만이 7개 

그래프 모두에서 MST를 얻는데 성공하였다. 이와 같은 결

과를 바탕으로 Kruskal과 하이브리드 MST 알고리즘 만이 

간선들의 가중치가 모두 상이한 경우와 다수의 간선들 가중
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Graph  

  

Borůvka MST 알고리즘 Prim MST 
알고리즘

Kruskal 
MST 
알고리즘

하이브리드 MST 알고리즘

1st Stage 2nd Stage Total 1st MWE 2nd MWE Total

  8 15  10/10  9/ 9 19/19 33/33 15/ 8  5/ 5  6/ 3 11/ 8

  9 16 19/19 - 19/19 38/38 16/13 10/10 - 10/10

  7 11  8/ 8 -  8/ 8 35/35 11/ 9  6/ 6 -  6/ 6

 10 19  10/10  9/ 9 19/19 69/69 19/13  7/ 7  7/ 3 14/10

 12 23 14/14 13/13 27/27 75/75 23/16 10/10  7/ 3 17/13

 16 33 30/26 - 30/26 110/110 33/23 19/18 - 19/18

 11 22 16/16 5/5 21/21 66/66 22/13 9/9 9/4 18/13

<표 5> MST 알고리즘의     비교

치가 동일한 경우에도 일반적으로 적용할 수 있는 알고리즘

으로 증명되었다.

다음으로 MST 알고리즘 수행에 따른 메모리 용량과 처

리속도를 분석한 결과는 <표 5>와 같다.     평가 결

과, 하이브리드 MST 알고리즘은 메모리 측면인  에서 7

개 그래프 모두에서 가장 적은 메모리를 차지하고 있다. 또

한, 수행속도 측면인  도 가장 빠르게 알고리즘이 종료됨

을 알 수 있다. 따라서 제안된 하이브리드 MST 알고리즘을 

적용하면 가장 효율성이 좋으면서도 항상 MST를 얻을 수 

있을 것이다.

5. 결론 및 향후 연구과제

본 논문에서는 MST를 얻기 위해 Borůvka, Prim과 

Kruskal MST 알고리즘을 실제 그래프에 적용하여 문제점

을 고찰하고 새로운 MST 알고리즘을 제안하였다.

먼저 하나의 그래프에 적용한 결과 Borůvka와 Kruskal 

MST 알고리즘은 MST를 얻었지만 Prim MST 알고리즘은 

MST를 얻는데 실패함을 보였다. 또한, Borůvka의 2
nd 

Stage에서 Inter-MSF MWE를 선택하는 알고리즘이 복잡함

을 알 수 있었다. 이 결과를 토대로, MST를 얻는데 문제가 

되지 않는 Borůvka의 1
st Stage와 Kruskal MST 알고리즘

의 장점만을 채택한 하이브리드 MST 알고리즘을 제안하였

다. 하이브리드 MST 알고리즘을 추가적으로 6개의 그래프

에 적용한 결과 Kruskal MST 알고리즘과 동일하게 항상 

MST를 얻음을 검증하였다. 또한, 알고리즘 수행속도와 메

모리 용량 측면에서 비교한 결과 하이브리드 MST 알고리

즘이 가장 좋은 성능을 보였다. 따라서 제안된 하이브리드 

MST 알고리즘을 일반화된 MST 알고리즘으로 채택이 가

능할 것이다.

본 논문에서 제안된 하이브리드 MST 알고리즘은 7개의 

그래프에 대해 간선들의 가중치가 모두 다른 경우와 일부분

이 동일한 가중치를 갖는 경우 모두 적용할 수 있는 일반화

된 MST 알고리즘으로 검증되었다. 그러나 모든 다른 경우의 

그래프에 대해 일반성을 검증하기에는 적용된 그래프의 수가 

너무 작다고 판단된다. 따라서 추후 다른 그래프를 대상으로 

제안된 알고리즘의 일반화된 적용성을 계속적으로 검증하고

자 한다. 또한, Prim MST 알고리즘의 사이클 발생 문제점을 

해결한 일반화된 Prim MST 알고리즘도 연구할 것이다.
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